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LOI GIOI THIEU

Bo sach HINH HOC HOA HINH — Tap mét va Tap hai do Ban Thu ky mén hoc bién
soan, dugc Nha xuat ban Bai hoc va Trung hoc chuyén nghiép xuat ban nim 1972, i nay
da dugc tai ban nhiéu 1an. Nhung do yéu cau déi méi viéc day va hoc nén mén Hinh hoc
hoa hinh ¢ nhiing thay d8i vé néi dung, dung lugng cling nhu phuong phap ti€p can.

D& phl hop véi nhitng thay ddi trén, Nha xuat ban Gido duc Viét Nam mdi céac tac
gia bién soan lai cudn Hinh hoc hoa hinh — Tap mét va Tap hai.

Cubn Hinh hoc hoa hinh — Tap mét dugc phan cong bién soan nhu sau:
Phan mét: Phép chiéu — GVC. Nguy&n Manh Diing

Phan hai: Phuong phap hai hinh chiéu thdng goc — GVC. Nguyé&n Manh Diing
Phan ba: Phuong phap hinh chiéu truc do — PGS.TS. Nguyén Vin Diém
Phan bon: Phy luc ~ GVC. Nguyén Manh Diing

Cudn Hinh hoc hoa hinh - Tap hai dudc phan céng bién soan nhu sau:
Phan mét: Hinh chiéu phéi cdnh — PGS.TS. Doan Nhu Kim

Phan hai: Hinh chiéu c6 s6 — GVC. Nguyén Quang Cu

Phan ba: Bong trén cac hinh chiéu — PGS. Duong Tién Tho

Chlng t6i chan thanh cadm on Gido su Hoang Van Than da cé nhiéu dong gop quy bau
cho ndi dung céac cubh sach, dong thdi cam on ThS. La Thi Quy, ThS. Pham Thi Té Quynh,
ThS. Trén Xuan Hiéu, ThS. Té Ngoc Hai, ThS. Bui Thity Trang da gidp d& cac tac gia
trong qua trinh bién soan.

Tuy cac tac gia c6 nhiéu c6 géng khi bién soan nhung cudn sach chic chén khong
tranh khdi khi€ém khuyét. Chung t6i rat mong nhan dudc nhing y kién dong gép cla ban
doc dé 1an tai ban sau cac cudn sach dudc hoan thién hon.

Moi gép ¥ xin glii vé Cong ty c& phan Sach Dai hoc — Day nghé — Nha xuat ban
Giao duc Viét Nam, 25 Han Thuyén — Ha Noi.

NHA XUAT BAN GIAO DUC VIET NAM




BANG CAC KY HIEU DUNG TRONG SACH

TT

Tén cac doi tuong va cac quan hé

Ky hiéu va cach viét tat

Mait phing hinh chiéu ding

Py mp(P)

1 | Mat phing hinh chi€u bang P,) mp P,
Mait phéng hinh chi€u canh (P,) mp (Py)
Giao tuyén cua hai mat phang (P,) va (P,) X
Giao tuyén clia hai mat phang (P,) va (P;) y

2 | Giao tuyén ctia hai mat phang (P,) va (P3) z
Piém chung ctia ba mat phang (P), (P,) va (P;) O

“|"Céc diém-trong khong gian .l A,B,C,... hoac 1,2,3,...
Céc duong thing trong khong gian a,b,c,...
Céc mat phang trong khong gian (P),(Q),(R),...(a),(B),(Y)...

3 | — Mat phéng (P) xc dinh bang ba diém A,B,C mp P (A,B,C)

— Mat phéng (Q) x4c dinh bang hai dudng thang a,b mp Q (a,b)

Hinh chiéu ding ctia cic diém A,B,C,... A,.B,C, ...
va céc duong thang a,bc, ... a,b,c, ...

Hinh chiéu bing cla céc diém A,B,C,... A,, B, GC, ...

4 va cdc duong thang a,b,c,... a,, by, Cys ..
Hinh chiéu canh clia céc diém A,B,C,... A, B, C, ...

va céc dudng thing a,bc,... as, by, Cy, ...
Vét ding clia mat phang (P) Vir,

> Vét bang cta mat phang (P) \25

V&t canh ctia mat phéng (P) Ve,
Géc o, B, v,---
o 12 géc ca hai dudng thang a, b o = goc[a,b]

6 | o la géc cha dudng thing m va mat phang (P) o = géc[m,(P)]
o 12 géc chia hai mat phang (P), (Q) o = g6c[(P),(Q)]
Song song V4

7 | Pudng thing a song song véi dudng thang b a/b
Vuodng goc L

8 | Dudng thing a vuong géc v6i dudng thing b alb
Trung nhau =

9 | Hinh chi€u A’ trung v6i A A=A
Thuoc (diém A thuoc dudng thang m) e (Aem)

10 | Khong thudc (diém S khong thuoc mit phang (P) ¢ [Se (P)]

11 | Giao (diém A la giao diém clia hai dudng thang a,b) N (A =aNb)

12 | Vo tan (diém K vo tan) o (Kw)

13 | Suy ra (ilr A, suy ra A, thudc m,) - (A,> A,e my)




Phin mot

PHEP CHIEU

§1. PHEP CHIEU XUYEN TAM

I- THANH LAP PHEP CHIEU

Dé thanh lap mot phép chiu xuyén tam ta 1dy trong khéng gian mot mat phang (P)
1am mdt phdng hinh chiéu va 14y mot diém S khong thuoc mit phang (P) 1am tdm chiéu.

Il- HINH CHIEU CUA CAC PHAN TU CO BAN CUA KHONG GIAN

1. Hinh chiéu cta diém

DE chiéu mot diém A ctia khong gian tir tim chi€u S 1én mat phing hinh chiéu (P), ta
thuc hién phép dung hinh gém hai buc sau (hinh 1):

/

Hinh 1
— V& dudng thing di qua diém A va tam chi€u S. Duong thang SA goi 1a dudng thdng
chiéu diém A (hodc tia chiéu diém A).

— Tim giao diém A’ clia dudng thiang SA véi mat phang (P). Giao diém A’ goi la
hinh chiéu ciia diém A, con diém A goi 12 hinh géc ciia hinh chiéu A’
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Phép chiéu trén cho ta céc két qua sau:

— Hinh chiéu ctia mbi diém A clia khong gian 12 mot diém (duy nhat) A’e mp (P).

— Néu mot diém thudc mp (P), chéng han diém B trén hinh 1, thi hinh chiéu ctia di€m
d6 trung véi hinh gdc ctia né (B’= B). '

2. Hinh chiéu ctia duong thing

Nguoi ta chia duong thng thanh hai loai: dudng thiang khong di qua tam chi€u S goi
1a duong thdng thuong va dudng thang di qua tam chiéu S goi la duong thdng chiéu. -

Khi chigu mot dudng thing thudng, ching han chi€u dudng thing m (hinh 2), moi
diém Ae m dugc chidu bdi mot dudong thing chi€u SAe mpo(S, m), do dé hinh chiéu A’
ctia A 12 mot diém chung cia hai mat phang (o) va (P), suy ra A’ la diém thudc giao tuyén

m’ = mp(a) (1 mp(P). Di€u d6 c6 nghia la:

Hinh 2

(1) Hinh chiéu ciia mot duong thdng thiong m la mgt duong thing m’ (la giao
tuwyén ciia mdt phdng chiéu ofS, m) v6i mét phdng hinh chiéu (P)).
(2) D€ xdc dinh hinh chiéu ciia mot duong thdng m chi cdn xdc dinh hinh chiéu

ciia hai diém A, B € m.
(3) Phép chiéu bdo toan sy lién thuéc cia diém va duong thang: Ae m— A'e m’.

Tr& lai hinh 2, ta 14y diém C € m sao cho SC//m’ va 18y diém D’e m’ sao cho SD’// m.
Néu theo quan niém cii coi “hai dudng thing song song 12 hai dudng théng ciing thudc mot
mat phing va khong c6 diém chung” thi diém C € m khong c6 hinh chi€u va diém D’em’
khong cé hinh gdc. DE phép chi€u dugc tron ven va ding véi thyc t€, tir day trd di ta s&
nghién cttu khong gian O—clit bao gdm ca cdc phdn it hitu han va cdc phdn tit (d xa) vo tdn
va quy udc ring:



—Trén méi dicong thang m c6 mét diém vé tdan va diém vé tan nay la diém chung ciia
cdc duong thang song song véi m. Theo d6, hinh chigu clia diém C € m 1 diém vo tan ca
dudng thang m’, ky hiéu 12 C’»; con hinh géc cha diém D’e m’ 1a diém vo tan cta dudng
thang m, ky hiéu 1a D.

V& vi tri twong d6i ciia hai dudng théng, ta sé goi hai duong thing c6 chung mot
di€m hiru han 12 hai diong thdng cdt nhau, hai dudng thing ¢6 chung mot diém vo tan
1a hai dwong thdng song song, con hai duong thing khong c¢6 diém chung 12 hai dirong
thang chéo nhau.

— Dudng thang c6 chung v6i mat phédng mot (va chi mot) diém hitu han goi 1a duong
thidng cdt mdt phdng. Trén hinh 2, SA, SB, SD’ 1a céc dudng thing cat mat phang (P).
Dudng thdng c6 chung véi mat phing mot (va chi mot) diém vo tan goi 14 duong thdng
song song vdi mdt phdng. Trén hinh 2, dudng thing SC//mp(P), diém chung ctia SC v
mp(P) 1a diém C’.,.

— Hai mat phéng c6 chung mot dudng thing hitu han goi 1a hai mdt phdng cdt nhau.
Trén hinh 2 mp o (S, m) cat mp(P) theo giao tuyén m’. Hai mat phéng c6 chung mot duong
thang vo tan goi 1a hai mdt phdng song song.

Hinh 3

Trén hinh 3, ta chi€u hai dudng thang m, n song song véi nhau, trong dé m 1a dudng
thing cét mat phang hinh chigu (P) tai diém A, con n 12 dudng thing cit mp (P) tai diém B.
Hinh chiéu ctia di€m A 12 diém A’ =A. Hinh chiéu clia diém B 1a diém B’ =B. Goi L, diém
chung clia m va n. Hinh chiéu clia diém I, 1a giao diém I’ ctia dudng thing qua S song song
v6i m, n va mat phang (P). Hinh chi€u clia m 13 dudng thing m’ di qua A’ va I, con hinh

-
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chiéu cha n 13 dudng thing n’ di qua B’ va I. Vay hinh chiéu ciia hai dwong thdng song
song v6i nhau va ciing cét met phdng hinh chiéu (P) la hai duong thang cd't‘nhau.

Hinh 4

Hinh 4 minh hoa cdch chiéu hai dudng thiang m, n song song véi nhau va song song
v6i mat phing hinh chiéu (P). Gia sir da biét hinh chiéu cha diém Ae m la diém A’, hinh
chiéu cda diém Ben 1a diém B’. Goi L, 12 diém chung cia m,n v& mp(P). Hinh chi€u cua
diém 1,14 diém I’ =1, do d6 hinh chi€u cia m 1a dudng théng m’ di qua diém A’, song
song v6i m va hinh chiéu cta n 1a dudng thang n’ di qua diém B’ va song song véin. Vay:

+ Hinh chiéu cita mot duong thdng m song song véi mdt phdng hinh chiéu (P) la mot
duong thang m’l/m.

+ Hinh chiéu ciia hai duong thdng m,
n song song véi nhau va song song voi mdt
phdng hinh chiéu (P) la hai duong thang m’,
n’ song song voi nhau va song song voi hinh

A’ 2 -
goc m, n cua chung.

Hinh 5 minh hoa céch chi€u duong

thang chiéu m. Vi cdc tia chi€u di qua céc

diém A, B,...e m déu tring v6i m nén céc
— /— 7
hinh chiéu A’, B... clia chiing tring nhau A=B=m

‘tai giao diém m’ = m(\mp (P), nghia 12

@

Jhinh chiéu ciia dwong thdng chiéu suy bién \

thanh mot diém.
Hinh 5



3. Hinh chiéu ctia mat phang

Nguoi ta chia mat phang thanh hai
loai: mat phiang khong di qua tam chiéu
S goi la mdt phdng thuong va mat phang
di qua S goi 1a mdt phdng chiéu.

Hinh chiéu cua tat ca cdc diém
thuoc mat phang thudng 1a tap hop diém
1ap ddy mat phang hinh chiéu (P). Dé x4c
dinh hinh chi€u clia mo6t mat phéng
thuong, ta phai xac dinh hinh chiéu cla
cdc phén tlr x4c dinh né. Hinh 6 minh hoa
cach chi€u mat phing Q(A, B, C), trong
d6 céc diém A, B € mp(P). Gia sit da
bi€t hinh chi€u clia diém A 13 diém
A’=A, hinh chi€u cta diém B 1 diém
B’=B va hinh chiéu clia diém C 1a diém
C’. Véi mbi diém I € mp(Q), ta c6 thé
tim hinh chi€u I’ ctia né bang cdch sau:

+ Tim giao diém D = AI BC
+ Tim hinh chiéu cta D, d6 1a giao diém D’ = SD\B’C’

+ Tim hinh chi€u I’ cta I, d6 1a giao diem I’ = SI N A’D’

Ta ciing dé dang x4c dinh dugc
diém I € mp Q(A, B, C) néu biét hinh
chi€u I’ cla nd, dé 1a phép dung hinh
gbm cdc budc: tim D’ = A’T’ ) B’C,
tim D=SD’NBC, timI=ADNSI'.

Hinh 7 minh hoa cich chiéu mot
mdt phdng chiéu Q(A, B, C). Vi céc tia
chi€u SA, SB, SC € mp(Q) nén céc hinh
chiéu A’, B’, C’ cia A, B, C déu thudc
giao tuyén (Q’) = mp(Q) N mp(P);

nghia 1a hinh chiéu ciia mdt phdng (Q)

suy bién thanh mét duong thing (Q’) la
giao tuyén ciia hai mdt phdng (P), (Q).




§2. PHEP CHIEU SONG SONG

Pé tranh nhitng khé khan do méi 1am quen véi céc phdn tir vo tan clia khong gian,
dudi day ta s& tim hiéu phép chi€u song song nhu mot phép chi€u doc lap, mac du phép
chiéu nay chi 1a mot trudng hop dac biét cuia phép chi€u véi tam chi€u la mot diém vo tan.

I- THANH LAP PHEP CHIEU

Pé thanh lap mot phép chiéu song song, ta l1dy trong khong gian mot mat phang (P)
1am mdit phdng hinh chiéu va 1dy mot duong thang £ cat mat phang (P) 1am phiong chiéi.

Il- HINH CHIEU CUA CAC PHAN TU CO BAN CUA KHONG GIAN
1. Hinh chiéu cta diém
bé chiéu mot diém A ciia khong gian theo

phuong ¢ 1én mp(P), ta thuc hién phép dung hinh
A

- gébm hai buéce sau (hinh 8): Vi
— V& dudng thing qua A va song song véi £ \
dudng thing ndy goi 1a dudng thang chiéu (hay \ \
tia chiéu) diém A. B=g’ A’
— Tim giao diém A’ clia dudng thing chiéu b \\\ \\
diém A véi mp(P).
Qua phép chi€u trén, méi diém A clia khong _ Hinh 8

gian ¢6 hinh chi€u 1a mot diém A’e mp(P). Néu
mot diém thuoc mat phing hinh chiéu (P), chang
han diém B trén hinh 8, thi hinh chi€u cta diém
dé tring v6i hinh goce cia né (B = B’).

2. Hinh chiéu ctia duong thang

Ngudi ta chia dudng théng thanh hai loai:
dudng théng khéng song song véi phuong chiéu
goi 1a duong thdng thucmg va dudng théng song
song v6i phuong chi€u goi 1a dudng tlzéng chiéu.

Hinh 9 minh hoa cich chi€u mot dudng
thdng thudng m. Goi (o) 12 mat phing qua m va

Hinh 9

song song Vi phuong chiéu £. Vi cdc dudng thang

10



chiéu di qua céc diém A,B,... € m déu thudéc mp( o ) nén hinh chiéu A’, B’,... cta A, B... Ia
cdc diém thuoc giao tuyén m’ = mp( o ) mp(P). Piéu dé chiing 10 rang:

— Hinh chiéu ciia mgt duong thing thuong m la mét diomg thang m’ (1a giao tuyén
cia mp(P) v6i mat phang qua m va song song véi phuong chiéu £).

— Dé xdc dinh hinh chiéu ciia mot duong thdng m ta chi cdn xdc dinh hinh chiéu ciia
hai diém A, B € m.

— Phép chiéu bdo toan su lién thudc ciia diém va duong thing: Ae m—>A’e m’.

Hinh 10 minh hoa cich chi€u mot dicong thdang chiéu m. Vi moi diém A € m déu
dugc chi€u boi dudng thang chiéu tring véi m nén hinh chi€u clia ching tring véi giao
diém m’ = m{\ mp(P), nghia 1& hinh chiéu ciia dicong thing chiéu suy bién thanh mot diém.

s

\

Hinh 10 Hinh 11

Vi hai dudng thang song song trong khong gian tén tai ba trudng hop:
~Néu m, n 12 cic dudng thang chiéu thi hinh chi€u ctia méi dudng thing 13 mot diém
(hinh 11).
— Néu m, n ciing thugc mot mat phang song song véi phuo‘n;g chiéu thi hinh chiéu cta
chiing 12 hai dudng thing tring nhau (m’ =n’) (hinh 12).

Hinh 12
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— Néu m, n khong thuoc hai trudng hop trén thi chiing dugc chiéu bing hai mat phang
(a), (B) ciing song song vGi phuong chi€u nén ching song song vGi nhau, do d6 hinh
chiéu ctia m, n 12 hai dudng thing song song (m’//n’) (hinh 13).

Hinh 13 Hinh 14

Hinh 14 minh hoa c4ch chiéu ba diém thing hang A, B, C. Vi cdc dudng thing chiéu
AA’, BB’, CC’ ciing song song vdi phuong chi€u ¢ nén AA’//BB’//CC’.Theo dinh 1y Ta—1ét

ta cO:

== (1)

., . CA CA" .. . o :
Cac ty sO C—, —— got la 1y s6 don clia céc bo ba diém thang hang A, B, C va

A’ B, C.
Dang thitc (1) thudng viét gon la:
(ABC)=(A’B’C’) )

Céc déng thic (1) va (2) ching to rang phép chiéu song song bdo toan ty s6 don ciia
ba diém thing hang.

Hinh 15 minh hoa céch chi€u hai
doan thing song song AB va CD. Gid su
hinh chiéu cia AB la A’B’, hinh chiéu
cta CD 1a C’D’. Vi AB//CD — A’B’//C’D’.
V& BE//AC sao cho EeCD. Diém E € CD
nén hinh chiéu cha E 1a diém E’ € C'D’.
Vi AC//BE nén A’C’//B’E’.

Trong hinh binh hanh ABEC ta c6
AB=CE va trong hinh binh hanh A’B’E’C’

1z



tacé A'B'=C'E'. Tir cdc tinh chat da chitng minh trén, ta c6:

EE E C'E' Ale E Al '
CD CD C'D' Cle C Cv '

Déng thic (3) chiing to ring phép chiéu song song bdo toan ty s6 ciia hai doan thing
song song.

3. Hinh chiéu ctia mat phang

Ngudi ta chia mit phang thanh hai loai: mit phang khoéng song song véi phuong
chiéu goi 1a mdt phdng thuong va mat phang song song vdi phuong chiéu goi 1a mdr
phdng chiéu.

Dé xac dinh hinh chi€u cha mot mat
phing, ta x4c dinh hinh chiéu clia cac phén tit
xéc dinh né. Chéng han, trén hinh 16, hinh
chiéu clia mat phang (Q) duoc x4c dinh bang
hinh chi€u cta ba diém A, B, C € mp(Q).

Néu cho tru6c mot diém I € mp(Q) ta c6

thé tim dugc hinh chi€u I’ clia né bang phép
dung hinh sau:

— Tim giao diém D = AI N BC.

— Tim hinh chi€u cia D, dé6 la giao
diém D’ ctia duong thang chi€u qua D va
dudng thang B’C’.

— Tim hinh chiéu cta I, d6 1a giao
diém I’ cua dudong thing chi€u qua I va
dudng thang A’D’.

Nguoc lai, biét hinh chiéu I’ cia di€m
I € mp(Q) ta c¢6 thé tim dwoc hinh géc
I bang phép dung hinh: Tim giao diém
D’=A’T N B’C’, tim D € BC bang tia chiéu Hinh 17
qua D’, tim I € AD bing tia chiéu qua I’.

Trong trudng hgp (Q) 12 mat phéing chi€u (hinh 17), vi c4c tia chiéu di qua céc diém
A, B, C € mp(Q) déu thuoc mp(Q) nén céc hinh chi€u A’, B’, C’ clia chiing thing hang,
nghia 12 hinh chiéu ciia mét phdng chiéu (Q) suy bién thanh mét duong thing 1a giao tuyén
(Q”) = mp(Q) N mp(P). Mt phang chiéu (Q) dugc x4c dihh khi biét hinh chiéu (Q’) clia n6é
— d6 la mat phing chita (Q’) va song song véi phuong chiéu £.

13




Ill- HINH CHIEU CUA MOT BOI TUONG BAT KY

Dé chidu mot doi tugng bat ky, ta
chi€éu cac phan tor hinh hoc xdc dinh déi
twong va vé duong bao quanh hinh chiéu
_cua né.

Gia s chi€u mot mat cau, ta s€ lam
nhu sau (hinh 18):

— Chiéu tam cau vd mot diém thudc
mat cau.

~ Dung mat tru tiép xic v4i mat cau
va c¢6 duong sinh song song v6i phuong
chiéu, gia sir duodng ti€p xic la e.

— Tim giao tuyén ¢’ cha mat phang
hinh chi€u (P) v6i mat tru.

Vi mat tru 12 hinh bao clia c4c tia chi€u chi€u cdc diém thudc mat cau nén e’ 1a dudng
bao quanh hinh chiéu clia mat cdu. D& dang thdy ring e’ 1a hinh chiéu cta e.

IV- PHEP CHIEU THANG GOC

Phép chiéu thdng géc la phép chiéu song song cé phuong chiéu vuong géc véi mdt
phdng hinh chiéu. Ngoai céc tinh chat chung clia phép chiéu song song, phép chi€u vuong
goc c6 hai tinh chat riéng ddng chi y sau:

1. Hinh chiéu ciia doan thing AB la
doan thang A’B’ = AB cosa (1) trong dé a la
goc hop béi AB véi mdt phdng hinh chiéu (P).

Chitng minh. Gia st chi€u thing géc
doan thing AB, ta c6 hinh chiéu A’B’
cia né (hinh 19). Géc (AB, A’B’) = géc
[AB, mp(P)] = a.

V& BC/A’B’. Vi AA’ 1 mp(P) nén , Hinh 19
AA’ 1L A’B’(//BC) > AA’ L BC.

Trong DNACB ta cé: BC(=A’B’) = AB cosa. — A’B’ = AB cosa..

Theo hé thitc (1), néu biét hai trong ba y&u t6 AB, A’B’ va o ta c6 thé xac dinh duge
yéu t6 con lai.

14



Thong thuong A’B’< AB. Khi AB//mp(P) thi hinh chiéu ctia AB dat gi4 tri 16n nhat 1a
A’B’= AB (hinh 20). Khi AB 1 mp(P) thi A’ = B’ va hinh chiéu ctia AB c6 gi4 tri nh6 nhat

la A’B’=0 (hinh 21).
B
P 1
// \\ [ azp

Hinh 20 Hinh 21

2. Néu géc xOy cé hinh chiéu thdng géc la géc x’O'y’ khong bi suy bién va cé mot
canh song song vdi mdt phdng hinh chiéu thi khi goc nay la géc vudng, géc kia ciing la géc

vuong, nghia la:

xOy =90° <> x'O'y' =90° (hinh 22)

fo) X
y
o 'd
y/
P
Hinh 22

Day 1a “Dinh Iy hinh chiéu ciia géc vuong” da dugc dé cap trong cic gido trinh
HINH HOC. '
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§3. UNG DUNG CUA PHEP CHIEU

Ngudi ta sit dung phép chiéu dé xay dung hinh bi€u dién vi céc loai hinh biéu dién

nay théa man céc yéu cdu co bin cua BAN VE KY THUAT la: chinh xdc, don gian va truc
quan (hinh biéu dién giong véi hinh anh ta nhin tryc tiép doi tuong).

Bon phuong phép biéu dién dugc st dung trén cdc ban vE ky thuat hién nay la:

1. Phuong phép hai hinh chiéu thdng géc.

2. Phuong phép hinh chiéu truc do.

3. Phuong phép hinh chiéu c6 s6.

4. Phuong phép hinh chi€u phoi canh.

Trong gio trinh HINH HOC HOA HINH t4p mot ta s& nghién cifu cdc phuong phap

1 va 2, chiing dugc xay dung trén co s& clia phép chi€u song song.
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BAI TAP

1. Cho hai mat phang (P), (Q), giao tuyén g = mp(P) N mp(Q) va t& giac ABCD « mp(Q).
Hay vé& hinh chiéu song song cua ti giac trén mp(P), biét hinh chiéu cla dinh B 14 diém B’
(hinh 23).

K B\
m“ ,
g . C

P B’

oQ®

Hinh 23 Hinh 24
2. V& hinh chiéu song song ctia tam giac ABC, biét hinh chiéu ctia canh BC va trong tam G
clia tam giac (hinh 24).

3. Biét hinh chiéu thang géc cla tam giac ABC (tam giac nay c6 AB = BC, canh AB song
song véi mat phang hinh chiéu). Hay xac dinh truc tam cua tam giac (hinh 25).

7

B

Hinh 25 Hinh 26

4. Trong mot phép chiéu thang géc, chidu tam giac ABC lén mat phang (P). D& biét hinh -
chiéu clia canh AB va biét thém: ABC la tam giac vuéng can cé AB = AC, canh AB//mp(P) va géc

[AC,mp(P)] = 30°. Hay vé hinh chiéu clia tam giac (hinh 26).
ey
IEN

{
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Phin hai
PHUONG PHAP HAI HINH CHIEU THANG GOC

Chuong 1
BIEU DIEN DIEM, PUONG THANG, MAT PHANG

§1. BIEU DIEN DIEM

1- BIEU DIEN DIEM TRONG HE THONG HAI MAT PHANG HINH CHIEU

Trong khong gian 14y hai mat phing (P)), (P,) vuéng géc v6i nhau (hinh 1-1 va
hinh 1-2):

Mt phing thing ding (P,), goi 1a mdt phdng hinh chiéu dbmg

Mat phing nam ngang (P,), goi 1a mdt phdng hinh chiéu bdng.

Giao tuyén x = mp(P,) N mp(P,) goi la truc x

Tryc x chia mat phing (P,) thanh hai phan 1a nira trudc va nita sau va chia mat phang
(P,) thanh hai phan la nita trén va ntra duéi. Hai mat phang (P,), (P,) chia khong gian thanh
bon géc nhi dién vuong, goi tén cac géc 1a L, II, III, IV nhu trén hinh 1-1. Mat phéng phan
gidc clia cac géc I va III goi 1a mdt phdng phdn gidc 1 va viét tat la pgl; mat phéng phan
gidc cha cdc géc 11 va IV goi 1a mdt phang phdn gidc 2 va viét tat 1a pg2.

Dé biéu dién mot diém A bat ky ciia khong gian ta 1am nhu sau:

— Chiéu thang géc diém A lén mat phang hinh chiéu dimg (P,) dé c6 hinh chiéu dung
A, cha diém A.

— Chiéu thing géc diém A 1én mat phang hinh chiéu béng (P,) d€ c¢6 hinh chiéu bang
A, cla diém A. |

— Quay mat phing (P,) quanh truc X sao cho nira truéc clia mat phing (P,) tring véi
nira duéi chia mit phéng (P,).
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phia trude (P))

pg1

phia trén (P,)

v ) ’ R pg2
% Cac mp (R ),mp (R,) chiéu theo phuong x
Hinh 1-1 Hinh 1-2

Vi cdc dudng thang AA, vd AA, thuoc mot mat

phéng thing géc véi truc x nén khi mp((P,) = mp(P,) thi -
diém A, t6i vi trf A|A, L x. Cip mit phéng tring nhau goi A § ]
1a “ban v&”. Cdc dudng thang ndm trén ban v va vuong e
goc v6i truc X goi la diong déng dimg (hinh 1.3). %’ %
Nhu vay, ting v6i méi di€ém A trong khong gian, trén A X
ban V& ta ¢6 mot cap diém A,, A, nim trén mot dudng g o
dong. Nguoc lai, néu biét cap diém A A, L x trén ban Ve, Az ‘43 ey
ta c6 thé xéc dinh duoc vi tri cta diém A trong khong gian 2 %
béng céch: (F)=(R,) °

~ Quay mat phang (P,) quanh truc x theo chiéu

. . ‘ Ban vé:(mp P)=(mp P,)
nguoc lai t6i vi trf nam ngang, dua diém A, thudc ban vé

vé vi trf A, € mp(P,) nim ngang. Hinh1-3

— Trong mat phang chita A, A, va thing géc véi truc x, dung dudng thing qua A,
thang géc véi mp(P,) va dudng thing qua A, thing géc véi mp(P,) roi tim giao di€ém A cua
hai dudng thing d6.

Quan heé hai chi€u Ae>(A,, A,) (ti diém A trong khong gian tao ra cap diém (A,, A,)
trén ban vé€ va nguoc lai, tr cap diém (A, A,) trén ban vé tim lai diém A trong khong gian)
goi 1a tinh phdn chuyén cla ban vé. Cap diém (A}, A,) trén ban v& goi 1a dé thirc (hoac hinh
biéu dién) cta diém A.

Nguoi ta quy wéc:

— Goi khoang céch tir diém A t6i mat phing hinh chiéu bang (P,) 1a do cao clia A.
Tuy thuoc di€m A & phia trén, thude hay & phia duéi clia mat phang (P,) ma do cao clia A
s€ la duong, bang khong hay am. Trén ban V&, /dd cao clia diém A béang khoang céch tir
hinh chi€u ding A, t6i truc x (doan thing A, A, - Tuy thuéc A, & phia trén, thuoc hay &
phia dudi truc x ma do cao clia A sé 1a duong, bang khong hay 13 am.
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— Goi khoang céch tir diém A t6i mat phang hinh chi€u ding (P)) la do xa cla A.
Tuy thudc diém A & phia trudc, thuoc hay & phia sau cia mat phing (P,) ma do xa cua.A la
duong, bang khong hay 4m. Trén ban v&, do xa clia diém A bang khoang cach tir hinh chi€u
bang A, téi truc x (doan thang A,A,). Tuy thudc diém A, & phia dudi, thuoc hay & phia trén
truc x ma do xa chia A s& 1 duong, bang khong hay la am.

Il- HINH CHIEU THU BA CUA PIEM

B4 sung vao h¢ thong hai mat phing hinh chi€u (P, P,) mot mat phing (P;) thing géc
véi truc X, goi mat phing nay 1a mdt phdng hinh chiéu canh. Giao tuy€n cua moi cap mat
phéng 12 mot truc: x = mp(P)) N mp(P,), y = mp(P,) N mp(P,), z = mp(P,) N mp(P,). Chon
chiéu duong ctia céc truc nhu trén hinh 1- 4, giao clia ba tryc la diém goc O. Ta xay dung do
thiic ctia diém A trong hé théng (P, P,, P;) nhu sau:

N

A., AZ A3 Q
A I
X Ay o &_A_y y
N )
/RN
2 \ 5
/ Yy y
&
Hinh1-4

_ Chiéu théng géc diém A len mp (P,) dé c6 hinh chiéu diing A, cia diém A
_ Chiéu thing géc diém A len mp (P,) dé c6 hinh chiéu bing A, clia diém A
— Chiéu thing géc diém A 1én mp (P,) dé c6 hinh chiéu canh A, ca diém A.

— Quay mp(P,) quanh tryc x sao cho nira tru6c cia mp(P,) trung v6i nita dudi cua
mp(P,). Trong phép quay nay truc y t6i tring vdi tryc z.

— Quay mp(P,) quanh tryc z sao cho nira tru6c clia mp(P;) tring voi nita bén phai ctia
mp(P,). Trong phép quay nay truc y téi tring véi tryc X.
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Sau khi ba mat phfmg hinh chiéu (P)), (P,),
(P,) tring nhau, ta ¢6 mot “ban v&” trén dé ba
hinh chi€u A, A,, A, clia diém A c6 cdc quan hé
sau (hinh 1-5):

— A, va A, ndm trén mot dudng déng ding
(AA, L x).

— A, va A, ndm trén mot dudng déng ngang
(AA, L 7).

~ AA, = AJA, = do xa cla diém A. Néu
diém A ¢6 do xa duong thi A, & phia duéi truc x
con A, & bén phai truc z.

Nhitng quan hé trén la co s& dé tir hai hinh
chi€u ctia diém A ta tim duoc hinh chiéu tht ba
ctia no.

Hai bai todn thuong gap la: Bi€t (A, A,) tim
A, va biét (A,, A,) fim A,.

Bai todn bi€t (A,, A,) tim A, c6 thé giai nhu
sau (hinh 1-6):

(1) V& duong déng ngang qua A,

(2) V& duong déng ngang qua A, cét truc
y =z tai di€m A,.

(3)PuadiémA e y=zt6ivii A e y=x

bang céch quay A, quanh goc O ngugc chiéu kim
dong ho.

(4) V& dudng déng diing qua diém A, € y =x
va tim giao diém A, clia dudng déng nay véi
dudng déng ngang di qua diém A,.

- mOT SO Vi DU

Vi du 1. Cho hinh chiéu diéng cla diém A
va hinh chi€u bing cua hai diém B, C (hinh 1-7).
Hay tim hinh chi€u bang cla diém A va hinh
chiéu ding cla cdc diém B, C biét ring:

— Diém A thudc mat phing hinh chiéu ding (P,).
— Diém B thuoc mat phang hinh chiéu bang (P,).

—Diém C thuoc truc x.

Zz
Ay Az oAs
Ay y -
[o]
A,°
y
Hinh1-5
V4
“@)
A, . Az As| (1)
Ay Ay y
[o]
(3
b (2)
A; Ay
y
Hinh1-6
Ay
X
o
C,
O
B>
Hinh 1-7
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Giai: (hinh 1-8) Al

—Aemp®P)—>doxactaA=0—->A,ex

~B e mp(P,) > ddcaoctaB=0—> B, ex X B, =B,

—C e x =mp(P,) N mp(P,) — do cao va Ay EA, Ci=Cy
doxactlaC=0->C=C,ex.

Vi du 2. Cho hinh chiéu ding F, cba diém F thudc B,
mat phang phan gidc 1 (hinh 1-9). Tim hinh chiéu bang ctia F.

‘Giai: (hinh 1-10 va hinh 1-11) Hinh 1-8

Piém F e pgl — do cao va do xa cha F bang nhau
va cling ddu — F, 1 diém d6i xing vé6i F, qua truc x.

(R)
F
F Fi T
X (Pz) F>
X
pg1 .
F,
Hinh1-9 Hinh 1-10 Hinh 1.11

Vi dyu 3. Cho hinh chi¢u dimg G, clia diém G thudc mat phang phan giéc 2 (hinh 1-12).
Tim hinh chiéu bang clia G.

Giai: (hinh 1-13 va hinh 1-14)

G € pg2 — d6 cao va do xa cta G bing nhau nhung trai ddu (G c¢6 do cao am va do
xa duong) —» G,=G,.

(P)
pg2
X (F,) Gz x Gy «x
Gy Gi= G
=2 G G,=G,
Hinl1=13 Hinh 1-14

Hinh 1-12
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Vi du 4. Biét hinh chi¢u ditng va hinh chiéu bang clia diém A, tim hinh chiéu canh
cuiia n6 (hinh 1-15).

4 z
a|® ,
7 Aj Az Aj
X X Y
Ay (¢} Ay
(3)
Yy Az
(4 [ Ay (2)
(1)
y
Hinh 1-15 Hinh 1-16

Giai:

Thuc hién 4 thao tdc v€ nhu trén hinh 1- 6 ta s€ tim dugc A,.

Vi du 5. Biét hinh chiéu ding va hinh chi€u canh clia diém A(A,A; L z), tim hinh
chiéu bang ctia né (hinh 1-16).

Giai:

Lan luot thuc hién 4 thao tic Ve sau ta sé tim dugc hinh chiéu bang A, cla A:

(1) V& duong déng ding qua A,

(2) V& dudng déng diing qua A, cét truc y = x tai diém A,.

(3) Tim di€m A, € y = z bing céch quay diém A, € x quanh goc O ciing chiéu kim
dong ho.

(4) V& dudng déng ngang qua diém A, € y = z va tim giao diém A, clia né véi dudng
déng diing qua diém A,.
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§2. BIEU DIEN DUGNG THANG

" 1- CACH BIEU DIEN PUGNG THANG

C6 hai cach biéu dién dudng thang 1a:

— Biéu dién duong thing bing dé thic clia hai diém thugc dudng thing.

— Biéu dién dudng thing bing hai hinh chiéu clia né (v6i diéu kién la hai hinh chi€u
nay khong tring nhau trén mot duong déng ding).

Nguoi ta chia dudng thing thanh hai loai:

— Duomg thdng thuong 13 dudng thing khong song song vdi cdc mat phéng hinh chiéu
(P)), (P,) va (Py).

— Duong ihcfng ddc biét 1a dudng thing song song véi mot hodc hai mit phéng hinh
chiu. C6 ba dudng thing song song véi mot mat phing hinh chiéu 1a dudng bang, dudng
mit va dudng canh. C6 ba dudng thing song song véi hai mat phang hinh chi€u 1a dudng
thing chiéu diing, dudng thdng chi€u bing va dudng thang chiu canh.

HAu hét cic tinh chét cha dudng thang thudng cling 12 tinh chit chung cia moi dudng
thdng. Nhung méi dudng thing dac biét, ngoai cic tinh chét chung, cdn c6 cdc tinh chat
riéng cla no.

1. Pudng thing thuong

a) Do thiic ciia duong thdng

Gia slt c6 dudng thang thuong m (hinh 1-17 va hinh 1-18). Vi m khong song song
v6i cdc mat phing hinh chiéu (P,), (P,) va (P;) nén cdc hinh chi€u m, va m, cta n6 khong

song song vdi cdc truc X, y, z. Biét m, va m, ta dung dugc m véi cach dung nhu sau:

y M= M,

P

Hinh 1-18
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— Dung mp(a ) qua m, va vuong géc v6i mp(P,).

— Dung mp(3 ) qua m, va vuong géc véi mp(P, ).

— Tim giao tuyén m = mp(a ) N mp(P).

Giao tuyén m luon ton tai va la duy nhat vi m, va m, khong vuong goc véi truc x
nén (o) va (B) 12 hai mat phang cat nhau. Vdy ta cé thé biéu dién dwong thdng thiuong m
bdang hai hinh chiéu ciia né.

b) Su lién thuoc ciia diém va duong thing

Diéu kién can va dii dé mot diéml e mla I, em, va [, e m,.

Diéu kién can suy ra tir tinh chét clia phép chi€u: néulemthi I, e m, va I, e m,.

Diéu kién di: Gid sir ¢6 diém I ma I, e m, va I, e m,, ta s& x4c dinh duoc diém
Ie m bing cich tim giao diém cla giao tuyén m = mp(o. )\ mp(B ) v6i mat phing (y) qua

I,, I, va vuéng géc véi truc Xx.

c) Vét ciia duong thing

Vet diing clia dudng thang m 1a giao diém M = m\ mp(P,), hinh chiéu bang clia vét
ding 1a giao diém M, = m, [ x.

Vet biang clia dudng thing m 12 giao diém N = m(\ mp(P, ), hinh chiéu dimg cha vét
bang 1a giao diém N, = m Nx.

2. Puong thing dac biét

a) Puong bang. Gia st c6 duong bang b (hinh 1-19 va hinh 1-20).

Hinh 1-19 Hinh 1- 20
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- Dinh nghia: Pudng bang la dudng thing song song véi mat phang hinh chiéu
. bang (P,).
—Tinh chdt:
+ Hinh chi€u ding chia dudng thing b Ia dudng thing b, //x. Hinh chi€u bang cua b la
dudng thang b, hop véi truc x géc [b,, x] = gbc [b, b, ] = géc [b, mp(P,)] = a.
+ Néu doan thing ABe b thi hinh chi€u bang ciia né 1a doan thang A,B,= AB.

b) Puong mdt: Gia sit c6 dudng mat m (hinh 1-21 va hinh 1-22)

my

B4

Ay

m,

NENZ A, BZ

Hinh 1-21 Hinh 1- 22

— Dinh nghia: Duong mit 1a dudng thing song song véi mét phang hinh chi¢u ding (P,).

—Tinh chdt:

+ Hinh chiéu bing cta dudng mat m 14 dudng thang m,//x. Hinh chi¢u ding cua m
1a dudng thang m, hgp véi truc x géc [m,, x] = géc [m, m, | = géc [m, mp(P,)] = B.

+ Néu doan thang ABe m thi hinh chi€u diing ctia n6 la doan thing A,B,= AB.

¢) Puong canh: Gia sir c6 dudng canh k (hinh 1-23 va hinh 1-24).

— Dinh nghia: Dudng canh 1a duong théang song song véi mp(P,)

—Tinh chdt:

+ Goi (R) 13 mat phéng chiia dudng canh k va song song v6i mp(P;). Hinh chiéu

diing ctia k 12 giao tuyén k, = mp(R) N mp(P,), hinh chi€u bang cta k Ia giao tuyén
k, = mp(R) N mp(P,) va k, =k, L truc x. Biét k, va k, ta khong dung duoc hinh goc k nhu
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da lam trén (hinh 1-17) vi mp(ar) = mp (B)= mp(R). Do d6 duong canh k chi c6 thé
biéu dién bdng hai diém A, B € k chir khong thé biéu dién bdng hai hinh chiéu k,, k, nhir
cdc duong thang khdc. Hinh chiéu canh cta k 13 dudng thing k, hop véi truc z goclk,, z] =
goc [k, k,] = gbc [k, mp(P,)] = a va k; hop véi truc y = x géc [k, y =x] = gbc [k, k,] = géc
[k, mp(P,)] = B. Dé dang thay ring: o + p = 90".

b4
Z
M=M,
oK M3
Ay A
k, - - - As
B
! k \G ks €
N U X |o X y
B
A, - - Bs
k2 Vil k2
2 _ NS B
N =N, 17 Z
N:sz_+
Y
Hinh 1-23 Hinh 1- 24

+ Néu doan thang AB e k thi hinh chiéu canh cia n6 1a doan thing A,B, = AB.

Dé dang thdy ring moi di€ém I € mp(R) cho du I € k hay I ¢ k, déu c6 hinh chiéu
ding I, € k, va hinh chi€u bang I, € k,. Do d6 I, € k, va I, € k, chi 13 diéu kién cédn chu
khong phai la diéu kién di dé I € k. Diéu kién cdn va dii dé mot diém I thudc diomg canh
ABla:

~L,e AB,LeABva(AB 1)=(ABL) (1) hoic

~1,eAB, L,eA,B, )

Tuong tng véi hai diéu kién (1), (2) 1 hai cdch x4c dinh mot diém thudc duong canh.

Gia sir biét hinh’chiéu dting 1, ctia diém I € dudng canh AB, cdn tim hinh chiéu bing I, cta L.

Cdch 1 (hinh 1-25): V& mot tia A,m bat ky va dat trén tia d6 hai doan thing
Al’=A]I val'B =1B,.
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g) Puong thdng chiéu canh: Gia st c6 dudng thang chi€u canh n (hinh 1-31 va
hinh 1-32).

Z
n, Ay B, N3= As=B z
--- s n, Ay By Ns = A3=B;
—_—
n\A iB N
n35A3233 .
X 0 1 y 4
N2 JAZ By
y
AZ Bz y
Hinh 1-31 Hinh 1-32

— Pinh nghia: Pudng thang chiéu canh 1a dudng thang vuong géc v6i mit phéng hinh
chiéu canh (P,).

—Tinh chdt:

+ Hinh chiu canh cta dudng thing chi€u canh n suy bién thanh mot diém. Vi
n// truc X nén n ¢6 céc hinh chi¢u n,//n,/x.

+ Puong thing n xdc dinh khi biét hinh chiéu canh n; ciia né va diéu kién can va du
dé mot diém A € n1a A,=n,.

+ Néu doan thing ABen thi né c¢6 cdc hinh chi€u A B, = A,B, = AB vi n//mp(P)) va
n//mp(P,).

I- VI TRi TUONG D61 CUA HAI BUGNG THANG

Ta s& xdc dinh diéu kién dé hai dudng thang cét nhau hodc song song véi nhau, néu
khong thoa min cac diéu kién ndy thi hai dudng thang chéo nhau.

1. Hai duong thang cit nhau MmN, Ny

Néu hai dudng thing c6 mot diém chung thi
chiing cit nhau tai diém chung d6. Trong céac trudng
hop dudi day ta d& dang chi ra diém chung (1a diém I) X
ctia hai dudng thang: mo ny

— Hai duong thang m, n khong phai 1 dudng canh
va c6 hai giao diém I, = m, N n, vd = m,N n, ndm trén T,
mot duong déng ding (hinh 1-33).
| Hinh 1- 33
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— Hai dudng thing m, n ¢6 mot cap hinh chiéu cung tén cit nhau va mot cap hinh
chi€u cung tén ndm trén mot dudng thiang (hinh 1-34 v hinh 1-35). Trong hai truong hop
nay cap dudng thang m, n nim trén mot mdt phdng chiéu.

m
1 I1
I
ny nq m,
X

X
) mo=ny
n /l/ I2
2 mo=T1,
Hinh 1- 34 Hinh 1-35

— Duong canh AB va dudng thang thudng CD ¢6 céc hinh chiéu ding va céc hinh chiéu
bang cat nhau (I, = AB, N CD, va I, = A,B,N C,D,) vi diém I, ) e AB (I; € A.B)
(hinh 1-36).

Cs
" : o //
12 /2
C, B,
A, —

Y
Hinh 1- 36 Hinh 1- 37

N

— Hai dudng canh AB va CD c¢6 cdc hinh chiéu ding va hinh chiéu béing triing nhau con
hinh chi€u canh cta ching cit nhau (hinh 1-37). Trong trudng hop nay AB va CD cung
thudc mot mat phang song song v6i mat phéng hinh chiéu canh (P,) (mdit phdng canh).

2. Hai duong thang song song

Trong phép chiéu song song, hinh chiéu cta hai dudng théng song song noi chung
van 1a hai dudng thing song song. Do d6 trén d6 thic, nél hai duong thing song song thi
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§3. BIEU DIEN MAT PHANG

I- CACH BIEU DIEN MAT PHANG

Ngudi ta biéu dién mat phang bang cach bi€u dién cic yéu t6 xdc dinh né nhu:

— Biéu dién mat phing bing ba diém khong thang hang A, B, C (hinh 1-47)

— Biéu dién mat phing bing mot dudng thing m va mot diém I ¢ m (hinh 1-48)
— Biéu dién mat phing bing hai dudng thing cat nhau m, n (hinh 1-49)

— Biéu dién mat phing bing hai dudng thang song song a, b (hinh 1-50)

B1 ’
my
Cy
I
Ay : !
X X ]7
02 l
- |} 12/
mp
B

2

Hinh 1-47 Hinh 1-48

n
mpy 2

Hinh 1-49 Hinh 1- 50



Il- SU LIEN THUOC CUA BIEM VA DUGNG THANG VOI MAT PHANG

Co s& dé xédc dinh su lién thuoc 13 tien dé: Neéu
diong thang m cé hai diém A, B thugc mdt phdng (R) thi
moi diém thuéc m déu la diém thugc mp(R) va m dugc goi
la ditong thang thuoe mp(R).

Vi du: Cho mp R (A, B, C) va hinh chiéu ding K,
ciia diem K € mp (R). Tim hinh chiéu bing K, ciia K
(hinh 1-51).

Giai: V& qua K mot dudng thing (bt ky) m € mp (R):

— V& m, di qua K, va tim cdc giao diém I, = m, N AB;
L=m NAC. TaL >, € A,B,vatit], - J, € AC,

B,

— V& dudng thang m, di qua I, J, va tim giao diém
K, clia m, v6i dudng déng ding qua K.

Vil,J e mp(R)nénm € mp (R), diém I e mneén] e mp (R) Hinh 1 - 51

ll- CAC BUONG THANG PAC BIET CUA MAT PHANG
1. Vét cia mat phang

Gia slr ¢6 mat phang (o) (hinh 1-52 va hinh 1-53). Vét ding cia mp (@) la giao
tuy€n cla mp (o) v6i mat phing hinh chi€u ding (P,). Vét ding ctia mp () ky hiéu la
V(‘L) . D€ tim V(i) ta tim cédc vét ding M, M’ cta hai dudng thing a, b € mp (o).

Hinh 1-52 Hinh 1-53
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Vig
As R
B
Ay
d
Vir) c,
A
B4
1
Cy 1%
X | X ln
S 435 _
C B, B,
b C2 P, C»
Vin=(R3) b
Vin=(R3)
Hinh 1~ 59 Hinh 1- 60
3. Mat phang chiéu canh
Gia st c6 mat phang chiéu canh (R) (hinh 1- 61 va hinh 1- 62).
d
y V(dR) z Vir ‘
B ) B
.48 A 3
A1,—"”’ // | | B3 A’l ! A3C
XA - Lo A P3 Vir=(R3)
I = 1 T 1 3 C
| ~ e I | I c 3
PR C1 L WwrE(Rs) X |‘ D ¥
O SR S o
SN - 2B Cs By |/
A2 T \\\\C\\(]J/ .
C, Vir ] :
A
\@h » 2
V(%
y
Hinh 1-61 Hinh 1-62

a) Dinh nghia. Mat phing chiéu canh 12 mat phing vuéng géc véi mat phing hinh

chi€u canh (P,).

b) Tinh chdt — Hinh chi€u canh cha mat phéng chi€u canh (R) suy bién thanh
dudng thing (R,) = V¢, Géc [(Ry), z] = gbc [mp (R), mp (P))] = a va géc [(Ry), y =x] =

" gée [mp (R), mp (P,)] = B. D& dang thdy ring: o + p = 90°.
—mp (R) // x nén hai vét V’g // VO, /]
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4. Mat phang bang
Gia sir c6 mat phang bang (R) (hinh 1-63 va hinh 1-64).

% g ?
A1 Br Vin=(Ry) c,
Cs
| | , () : 83
AN ! X Az
! Bl ! c _
N I | V(R):(R3)
X ] ] o)
B,
Az
Cy Ps
P2 y
Hinh 1-63

Ar vg)z(R,)B, o Cs Az Bj

c
Vi =(R3)

y

Hinh 1~ 64

a) Dinh nghia. Mat phang bing 1a mat phing song song véi mat phing hinh chicu
bang (P,).
b) Tinh chdt
— Hinh chi€u ding va hinh chi€u canh cia mat phang bang (R) suy bién thanh hai
dudng thang (R,)) = (R,) L z.
— Céc hinh nam trong mat phéng béng c6 hinh chiéu bang bang hinh gdc clia chiing.

Vidu: AABCe mp (R) c6 hinh chiéu bing 1a AA,B,C, = AABC
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5. Mat phang mat
Gia sir c6 mat phang mat (Q) (hinh 1-65 va hinh 1-66).

Hinh 1-65

‘ 4(?3) = V(%)
|

a/_\ es
1 . ] O3

o)

—0 O—

@,)=v2 °2

Hinh 1~ 66
a) Pinh nghia. Mat phing mat 12 mat phing song song véi mat phing hinh chi€u
ding (P,).
b) Tinh chdt
— Hinh chiéu bdng clia mit phiang (Q) suy bién thanh dudng thang (Q,) // x;
hinh chiéu canh ctia mp (Q) suy bién thanh dudng thing (Q,) // z.
— Céc hinh nim trong mat phing mat cé hinh chiéu ding bang hinh gdc cua ching.

Vi du dudng tron e € mp (Q) c6 hinh chi€u ding €, = €.
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6. Mat phang canh
Gia sir ¢6 mat phang canh (R) (hinh 1-67 va hinh 1-68).

V4
Ay
V(R)E(R.,) A
N A3
B4
A5
Cq - o
X A\ -\ - O
B,
b C3
Vim=(R,) Cl_
A2 N
C, J
Hinh 1- 67

d b
Vin=(R1)=Vig = (R;5)

z

op

JrA_27
y

Hinh 1- 68

a) Dinh nghia. Mit phing canh 12 mat phang song song véi mat phang hinh chi€u
canh (P;).

b) Tinh chdt
— Hinh chi€u ding va hinh chi€u bang cia mat phang canh (R) suy bién thanh hai
dudng théng trung nhau trén mot dudng déng ding: (R)) =(R,) L x.

— Céc hinh nam trong mat phang canh c6 hinh chiéu canh bing hinh goc cua ching.
Vidu AABC € mp (R) c6 hinh chi€u canh 1a AA,B,C, = AABC.
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BAI TAP CHUONG 1

1. Xac dinh vj tri clia cac diém A, B, C, D, E trong hé théng hai mat phéng hinh chiéu
(hinh 1-69).

A, z
T D1 B1 83

Az

X B, C4=C, X 0] y

BZ D2 y
Hinh 1- 69 Hinh 1-70

2. V& hinh chiéu canh cia diém A(A,, A;) va hinh chiéu bang clia diém B (hinh 1-70).

3. Cho hai diém A, B. Hay vé truc x sao cho dd cao clia diém A bing do xa cla diém B
(hinh 1-71).

l X
B
A2 A2
Hinh 1- 71 Hinh 1~ 72

4. Cho hinh chiéu bang A, clia diém A (hinh 1-72). Hay:
~ V& qua A mét dudng bang b ¢b d6 cao + 15mm va géc [b, mp(P,)] = 30°.
— V& doan thing AB € b véi AB = 20mm
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5. Cho hinh chi€u béng A, clia diém A (hinh 1-73). Hay:
— Vé qua A mét dudng thang chigu dling m cé d6 cao bang 12mm;

— Dét trén m mot doan thdng AB = 15mm.

my

e

Hinh1-73 Hinh 1-74 Hinh 1-75
6. Cho diém A va hé truc Oxyz (hinh 1-74). Hay dung doan thang AB song song vdi mat
phang hinh chiéu canh (P,) sao cho géc [AB, mp(P,)] = 30° va AB = 15mm.

7. Cho duong thang m (hinh 1-75). Hay tim vét ding, vét bang clia m va xac dinh diém
I € m c6 dd cao bang do xa.

8. Xé&c dinh vj tri tuong ddi cla cac cap dudng thang biu dién trén cac hinh 1 -76, 1-77
va 1-78,

A1 Ay
o
my
D,
X X By X By
A; As
m, D
B,
Bz C2
Hinh 1-76 Hinh 1-77 Hinh 1-78
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9. Cho hinh chiéu diing A, cla diém A, hinh chiéu bing B, ctia diém B va dudng canh CD
(hinh 1-79). Hay tim hinh chi€u bang clia A, hinh chiéu diing clia B, biét rdng A va B nam trén mét
_ dudng bang b cat dudng canh CD.

Cy

B4
Ay c
1
D1 = E1
Ds As T
x | |7
1
C
L]
C, D, l
Bz l BZ
Az
D,
Hinh 1-79 Hinh 1- 80

10. Cho bdn diém A, B, C, D (hinh 1-80), hay:

_ Kiém tra xem bén didm trén cé thudc mot mat phéng khong?

_ Tim hinh chiéu bng clia diém E e mpQ(A, B, C), biétrang E,=D,.

11. V& vét clia mat phang (Q) trong cac trudng hgp sau:

— (Q) xac dinh bang hai duong thdng cit nhau la dudng bang b va duong mat m
(hinh 1-81).

aiq

m
\ ) .

Hinh 1 - 81 Hinh 1- 82

- (Q) xac dinh bang hai duong bang al/b (hinh 1-82).
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~(Q) xac dinh bang dudng thang chiéu ditng m va diém A (hinh 1-83).
- (Q) xac dinh béng dudng thang m//x va diém K (hinh 1-84).

— (Q) xac dinh bang hai dudng thang cét nhau 13 dudng bing b va dudng mat m, trong do6
m,//b, (hinh 1-85).

T m

m, l

Hinh 1-83 Hinh 1- 84 Hinh 1-85

12. Hay vé vét ding clla mit phang (Q) xac dinh bang vét bing VPq va diém A
(hinh 1-86), (hinh 1-87), (hinh- 1-88) va (hinh 1-89).

Ay

T 7
X X
A, A,
b b
Vi Vi
Hinh 1- 86 ' Hinh 1- 87
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A1EA2 A‘1

X X
A b
2 - Vi
b
Vig
Hinh 1 - 88 Hinh 1- 89

13. Cho vét diing clia mat phang (Q), vét bing clia mat phéng (R) va hinh chigu dimg cla
dudng thing m thudc ca hai mat phing. Hay vé vét bang clia mp(Q), vét diing cia mp(R) va hinh
chiéu b&ng clia dudng thing m (hinh 1-90).

d
Vo

Hinh 1-90
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Chuong 2
CAC BAI TOAN CO BAN VE V| TRi

Trong phan ndy ta s& nghién ctu hai bai toan co ban vé vi trf 1a:
— V& dudng thang va mat phang song song v4i mot mat phang cho trude.

—Tim giao diém ciia dudng théng v6i mét phing va tim giao tuyén clia hai mat phang.

l- DUONG THANG VA MAT PHANG SONG SONG
Hai dinh ly xdc dinh cédc diéu kién song song la:

Dinh Iy 1: Néu duong thdng a song song voi duong thdng b thudc mdt phang (P) thi
all mp(P).

Dinh Iy 2: Néu hai duong thdng cdt nhau thugc mdt phdng (P) song song voi haz
duong thang thuéc mdt phdng (Q) thi mp(P)// mp(Q).

Vi du 1: Cho mit phang P(V! Py (';)), diém I(I,,1,) va hinh chicu dimg a, cta dudng
thing a// mp(P) va di qua 1. Hay v& hinh chi€u béng a, cta a (hinh 2-1).

Hinh 2-1
Giai:
Trong mp(P) vé& mot dudng thing b// a: vé b,// a, roi suy ra b, (b c6 vét ditng 1a M va
vét,bing 1a N).

Qua I, v& dudng thang a,// b,. Pudng thing a(a,,a,)// bemp(P) nén a// mp(P).
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Vi du 2: Cho mat phang P(V, (P), (‘;,)) v diém A. Hiy xéc dinh cdc vét clia mat

phéng (Q) qua A va song song véi mp(P) (hinh 2.2).
d

Vip
/ b

Hinh 2 -2

Giai: Vi mp(P)// mp(Q) < (P) /IV (Q) va V(‘;) / /V('(’l) nén ta chi can xdc dinh vét.
ding (hodc vét bang) ciia mot dudng théng b qua A va song song v6i mp(P) rdi tir d6 suy ra

d b
V(Q)) va V(Q)

Chéng han, v& qua A dudng bang b// mp(P): b)// x va di qua A}, by//V (P) va di qua A,.
Tim vét ding M, clia b. VE qua M, vél diing Q)) / /Ny, vaqua giao diém I,(=L,) = (Q) N x

b
s V(Q) INAY) (p)

Trén (hinh 2-2) diém A ¢ mp(P) nén bai todn c6 mot nghiém.

ll- DPUGNG THANG VA MAT PHANG CAT NHAU

Dé tim giao tuyén g cia hai mat phang (P), (Q) ta chi cin tim hai diém chung I, J cua
ching — g 12 dudng thang di qua I va J. Mbi diém I, J 13 giao diém chia mot dudng thang
thuoc mat phing ndy v6i mat phing kia. Do d6 bai toan co ban trong phéan nay la tim giao
diém ctia dudng thang vA mat phang. Bai todn c6 hai trudng hop:

— Trudng hgp dac biét la tim giao diém ctia duong thang chiéu v6i mat phang thudng
hoic tim giao diém cla dudng théng thudng v6i mat phang chicu.

— Trudng hop bat ky 1a tim giao diém cha dudng thing thudng véi mat phéng thudng.

1. Truong hop dac biét

Neu mot trong hai doi niong ciia bai todn la diong thdng chiéu hodc mdt phdng
chiéu thi ta dé dang tim duoc mot hinh chiéu ciia giao diém trén hinh chiéu suy bién cia
duong thdng va mdt phdng, t dé suy ra hinh chiéu thit hai clia giao diém theo su lién thuéc
clia diém, duong thdng va mdt phdng.

48



Vidu 1. Tim giao diém chia dudng théng chiéu ding m v6i mat phéng Q(a,b) (hinh 2-3).
Gidi: Giao diém K =m N mp(Q) c6 hinh chiéu ding K, = m,. Dé tim K, ta v& qua K

mot dudng thang (bat ky) IJ € mp(Q), v6i diém I € a, diém J b (v& hinh chiéu dimg
trudc r6i suy ra hinh chiéu bing). Ta cé K, = LJ, N m,.

my
Q)
m1E K1 11
X X
m
Ky 2
I,
mj
Hinh 2- 3 Hinh 2 -4

Vidu 2: Tim giao diém ciia dudng thang m véi mat phing chiéu ding (Q) (hinh 2-4).

Giai: Mat phang (Q) c6 hinh chiéu ding suy bién thanh dudng thing (Q)) nén hinh-
chi€u diing clia giao diém I=m N mp(Q) la giao diém I, = m, N (Q,). Tur I, >, € m,.

Vi du 3: Tim giao tuyén clia mét phéng P(m,n) véi mat phing chiéu ding (Q) (hinh 2-5)

Giai: Tim cdc giao diém I = m N mp(Q) va J = n N mp(Q) nhu vi du 2. Pudng thing
1J 1a giao tuyé€n clia hai mat phing (P), (Q).

ny (Qq)
my ]1
I4
X X
I, b
m2 V,
Vue) @
J
2 2 N> 2
Hinh2-5 Hinh2-6

Vi du 4: Tim giao tuyén cta hai mat phang P(V(‘f,), V(';,)), va Q (V(‘:)), V(g))
(hinh 2-6).
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Giai: Giao diém M cia hai vét ding va giao diém N cla hai vét bang cua hai mat
phéng chinh 13 vét ding va vét bang clia giao tuyén MN = mp(P)Nmp(Q).

2. Truong hop bat ky

Pé tim giao diém K = m N mp(Q) khi m 12 dudng thang thudng va (Q) 1a mat phéng
thudng, ngudi ta dung phirong phap mdt phdng phu tro. Noi dung clia phuong phdp nay nhu
sau (hinh 2-7):

— V& qua m mot mat phang phu trg (T).

— Tim giao tuyén g = mp(T) N mp(Q)

—Tim giao diém K =m N g.

Qua m c6 vo s3 mat phang nhung nén chon (T) la mdt phdng chiéu d€ viéc im giao

tuyén g thuoc truong hop dac biét.

Hinh 2-7 Hinh 2- 8

Vi du: Tim giao tuyén ctia hai mat phang thudng P(a,b) va Q(c, d) (hinh 2-8).

Giai: Dé tim giao diém I = ¢ N mp(P) ta ding mat phang phu trg chi€u ding (T), hinh
chiéu ding clia mat phéng (T) suy bién thanh dudng thang (T,) = ¢,. Tim hinh chi€u ding
ciia céc giao diém E = a N mp(T) va F = b N mp(T) réi suy ra hinh chiéu bang cta ching.

Hinh chiéu bang ctia I 1a giao diém I, = E,F,N¢, Tal, = I, € c,.

- Dé tim giab diém J = d N mp(P) ta ding mat phing phu trg (T") va thyc hién cic
bude twong tu nhu trén.

Pudng thing IJ 12 giao tuyén clia hai mat phéng (P), (Q).
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lll- XET THAY, KHUAT

Trong thuc t€, cic mat thudng duge lam bang vat liéu can quang, do dé ching che
khuat tat cd nhitng gi ndm & sau chiing. Dé ting dung céc két qua nghién citu vio viéc biéu
dién cdc doi tuong trong k¥ thuat, ta cdn x4c dinh phén thdy va phéan khuat ctia chiing trén
hinh bi€u dién. Néu ta nhin déi tuong tir cdc vi tri khac nhau thi su thay, khuat cla dsi
tuong s€ khac nhau. Do d6 ngudi ta quy udc vi tri clia diém nhin nhu sau:

— Khi xét thdy, khudt trén hinh chiéu dimg, ta ddit mdt tai diém vo tdn clia phirong
chiéu diing va & phia triéc mdt phdng hinh chiéu dimg (P,). Theo dé, néu hai diém A, B
nam trén mét duong thing chiéu dimg thi diém c6 dé xa 16n hon (diém A) dugc nhin
thdy, diém con lai (diém B) bi khudt (hinh 2-9).

phia trude (P,)

Hinh 2-9

— Khi xét thdy, khudt trén hinh chiéu bing ta ddt mdt tai diém vé tan cila phuong
chiéu bang va J phia trén ciia mdt phéng hinh chiéy bang (P,). Theo dé, néu hai diém C.D
ndm trén mot duong thdng chiéy bing thi diém cé dé cao lon hon dugc nhin thdy (diém C), diém
con lai khudt (diém D) (hinh 2-10).

C1g
Cy |

Dy + phia trude (P,)
| D,

00— —0—




Bai toin xét thdy, khuat dién hinh 1a
xét thdy, khudt cha hai tém phang. Gia st c6
hai t&im ABC va DEFG (hinh 2-11). Vi
giao tuyén cla hai tdm phing 12 gi6i han
phan thdy va phdn khudt cla ching nén ta
tim giao diém I = BC N mp(DEFG), giao
diém J = DE N mp(ABC) va tit d6 suy ra
giao tuyén 1J clia hai tdm phiang. Viéc xét
thdy, khudt chia hai tim bat ddu bang viéc xét
thdy, khuit ctia mot canh cia tdm nay vdi
mot canh clia tim kia. Néu diém K e BC
thdy thi doan thing BI thdy va BC s& bi khuat
tir diém T dén hét dudng bao chia tdm phéng
DEFG. Cdc phdn thdy ciia moi tdm phang duoc
gidi han béi cdc duong gdy khiic kin, do do ta
nén xdc dinh cdc phén thdy cla hai tam phang
trudc roi tir d6 suy ra céc phan khuat cla ching.

Hinh 2-11

Vi du: Xét thiy, khuat clia hai tim phang ABC va DEF (hinh 2-12).

Az
Hinh 2 - 12
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Giai: Viéc xét thdy, khuat ctia hai tdm phang thuc hién theo trinh tu sau:

— Tim giao tuyén 1J clia hai tdm phéng bang c4ch tim giao diém I = AB N mp(DEF)
va giao diém J = DE N mp(ABC) nhd hai mat phang phu tro chi€u ding (T) va (T°).

— Xét thdy, khuat trén hinh chi€u ding cta hai duong thang AB va DE: diém 3 € AB
c6 do xa 16n hon do xa clia diém 1 € DE nén 3, thdy, do d6 doan thing A, thdy, tir d6 suy
ra cic phdn thdy cla hai tdim phang (gi6i han bdi cac duong giy khiic kin) va céc phan
khuét cta ching.

Tuong ty, trén hinh chi€u bang ta xét thay, khuat chia hai dudng thang AC va DF:
diém 5 € AC c6 do cao 16n hon d6 cao cha diém 6 € DF nén diém 5, thdy, do dé doan
thang A,C, thdy, tir d6 suy ra cdc phan thay va céc phan khuét cla hai tdm phang.
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BAI TAP CHUONG 2

1. V& vét béng cla mat phéang (Q), biét ring mp(Q)//m (hinh 2-13).
2. Dung mat phéng song song va cach mét phang (Q) 20mm (hinh 2-14) va (hinh 2-15).

d
d Vi
Via S
X X ]
]
b
b Vo
Vo
H.2.14
Hinh 2-13 Hinh 2 - 14 Hinh 2 - 15

3. Tim giac diém clia dudng canh AB v&i mat phing chiéu ding (Q) (hinh 2-16).
4. Tim giao diém clia dudng thing d va mat phéng (Q) trong cac trudng hdp sau:

— d Ia dudng théng chiéu bang va mp(Q) xac dinh béng hai dudng th&ng song song a, b
(hinh 2-17).

A (Qg) d;
0/
/ 31/ |
by
X §1 X
A, b,
o a,
\ d,
b
B,
Hinh 2-16 Hinh 2-17
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— d |4 dudng thang chiéu bang va mp(Q) xac dinh béng hai vét cit nhau (hinh 2-18).

— d la dudng thdng chiu dimg va mp(Q) xac dinh béng hai vét song song véi truc x
(hinh 2-19).

d; V(Z)

b
Vo
)
d2 d2
b
Vio
Hinh 2-18 Hinh 2-19
5. Tim giao tuyé&n clia hai mat phéng (Q), (R) (hinh 2-20) va (hinh 2-21).
d
Vir d a
Vio vé, /V(Q)
X X

Vir)

oy

=

o T
-
o

b
\V( Q

Hinh 2 - 20 Hinh 2 - 21

6. Tim giao diém cla dudng thing d véi mat phdng (Q) trong cac trudng hop sau:

— Mt phang (Q) xac dinh bang hai vét (hinh 2-22) va (hinh 2-23).
d Vid

V&
X

d
b
Vg \
Vio \ d,

Hinh 2 - 22 Hinh 2 - 23

Vir)

dq
z

2

dz

&
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— Mét phing (Q) xac dinh bang hai vét va d 1a dudng canh xac dinh bang hai diém A, B
(hinh 2—-24).

d
A4 Vi)
X B, X
B2
az
b
b 2 b
V(o) Vo
Az
Hinh 2 - 24 Hinh 2- 25

7. Tim giao tuyén cla hai mat phéng Q(Vy, Vigy) R(a//b) (hinh 2-25).

8. Tim giao tuyén va xét thay, khut cCia tam phang ABC va mit phang (Q) (hinh 2-26).

a
B, Vi
Ay
C,
X
CZ
A,
b
Vi
B,
Hinh 2 - 26
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Chuong 3
CAC BAI TOAN VE LUONG

Nhitng bai todn vé lugng thudng gip 1a x4c dinh khodng céch va géc giita cic yéu to
hinh hoc, tim hinh géc cla c4c d6i tugng duge biéu dién. Trén ban vé ta quy wéc: tim hinh
goc clia doi negng biéu dién () la vé mét hinh bing (a)... Dé giai cac bai toan dé, ta phai
giai quyét cic van dé co ban sau:

— X4c dinh do dai clia doan thing

— V& dudng thang vuong géc véi mot dudng thang hoac mot mat phang cho trude.

I- XAC BINH BO DAI CUA DPOAN THANG

Trd lai cach xay dung do thiic ctia doan thang AB (hinh 3-1), néu vé thém hai doan
thang BA’//A B, va AB’ //A,B,, ta s& c6 hai tam giic vuong x4c dinh quan hé gilta AB véi
cac hinh chi€u cta né:

Py
By
B
oL
Ay ®
A B
X
A B
;\ A (] X B2
As
P
Hinh3-1

— DN AA’B ¢6 canh huyén 1a AB, canh géc vuong A’B// = AB,, canh géc vuong
AA’ c¢6 do dai bang hiéu do xa cla hai diém A, B; géc ABA' =g6c [AB,AB] =
géc [AB, mp(P)] = .

~I\ AB’B cling ¢6 canh huyén 12 doan thang AB, canh géc vuong AB’// = A,B,, canh
géc vuong BB’ ¢6 do dai bang hiéu do cao clia hai diém A, B; géc BAB' = géc [AB, A,B)] =
g6c[AB, mp(P,)] = B.

Tir céc hinh chi€u cha doan thang AB ta dé dang dung dugc hai tam gidc vuong bang
hai tam gidc trén va tir d6 xac dinh do dai cha AB.




Vi du 1: Biét hinh chiéu ctia doan théng
AB (hinh 3-2). Hay xdc dinh do dai cua AB va
géc nghiéng clia AB véi cdc mat phang hinh
chiéu (P,), (P,).

Giai:
| — Dung ™\ AA,B, c6 canh géc vuong A B,
13 hinh chiéu ditng ctia AB, canh géc vuong
AA, bang hiéu do xa cua A,B.

Ta c6: canh huyén AB, = AB va géc
| m = géc [AB, mp(P))] = a (gbc nay cd
mot canh 12 hinh chi€u ding A B)).

— Dung\ A,B,B ¢6 canh géc vuong A,B,
12 hinh chi€u bing clia AB, canh géc vuong
B,B bing hiéu do cao BB’ ciia AB. Ta cé:
canh huyén A,B = AB v géc m =
goc [AB, mp(P,)] = B (géc nay c6 mot canh 1a
hinh chiéu bang A,B,).

Vi du 2: Cho dudng thang m, diém A € m
va mot doan thing £. Hay xé4c dinh diém B € m
sao cho AB =/ (hinh 3-3).

Giai: Lay mot diem I € m. V& DNALT
c6 canh géc vuodng LI” bang hiéu d6 cao cha
hai diém A, I ta s& c6 goc [A,L,, A,I’] = géc
[AB, mp(Py)] = p.

Pat trén tia A,I’ doan thing A,B’ = ¢,
tir dé6 xac dinh diém B, € m, bang céch v&
B’B, // I'L, 1di tit B, — B, m,.

Bai to4n c6 hai nghiém, dé 1a hai diém

Bva B d6i xting véi nhau qua diém A.

Il- DUGNG THANG VA MAT PHANG VUONG GOC

1. Pudng thiang vuong goc véi dudng thang

Hinh 3-3

Tir dinh 1y hinh chi€u cua géc vudng (di dé cap trong phin phép chiéu thing géc)

suy ra:
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— Néu géc X/O\y c6 hinh chiéu bang la géc @ khong bi suy bién va cé canh Ox

la ducmg bing thi xOy =90° ©> x,0,y, =90° (hinh 3-4).

— Néu géc X/O\y c6 hinh chiéu ditng la géc x,0,y, khong bi suy bién va c6 canh Ox

la diomg mt thi XOy =90° <> x,0,y, =90° (hinh 3-5).

Y1 Y1
o
04 X4
, .
X X
Y2
‘ o} x2
o
. Yo
X2
Hinh 3-4 Hinh3-5

Vidu 1. V& dudng vuong géc chung va xdc dinh khoang cdch clia hai dudng thing
chéo nhau m, n (hinh 3-6).

Gidi: Gia st dudng vuong géc chung clam, n1aIH, véil e mva H € n. Vim la
dudng thang chiéu bing nén L, = m, va [H 1a dudng bing, do d6 LH, L n,. Tix H, > H, € n,
— I, e m; val H, // x. Ta c6 IH = LH, = khodng c4ch [m, n].

my

Aq
[1 H1
Hy by
n1 j T
X X
n, A, b,
m2512 A
H
2 AH Hy
Hinh3-6 Hinh 3-7

T TSR




Vi du 2. Tim khoang cich tur diém A t6i duong bang b (hinh 3-7).
Giai: Ve AH L b: A)H, L b,, tt H, > H, € b,

Dung DNAA,H, c6 canh géc vuongAA, bang hiéu do cao cha hai diém A, H; ta cé
canh huyén AH, = AH = khoang cich [A, b].

2. Duding thing vuong goéc v6i mat phing

" Ta da biét: diéu kién cdn va dii dé duong thang d vuong géc voi mat phdng (P) la d
vuong goc véi hai duong thing cdt nhau thugc mdt phdng (P). Pinh 1y hinh chi€u cia gdc
vuong di chi ra ring ta nén lay hai duong thang cat nhau thudc mat phéng (P) 1a dudng
bang, dudng mat hoac dudng canh.

Néu (P) khong phai 1a mat phing chi€u canh thi céc vét V(‘;), V(‘;) cat nhau, duong
bang b va dudng mat m thudc mat phéng (P) ciing cét nhau. Do d6:
—d1lmp®P)«>d, L VS vad, L Vg, hoic

)
~d L mpP)<«>d,Lm vad, Lb,

Néu (P) 1a mat phing chi€u canh thi céc vét Vi, ! [V, va dudng thang vuong goc
v6i mat phang (P) s& la duong canh. Trudng hop nay can vé vét canh V, hoac hinh chi€u
canh cia mot dudng canh CD € mp(P). Ta cé:

Pudng canh AB L mp(P) <> A;B; L Vj;, hodc A;B; L C,D,

Vi du 1. Tim khoang cdch tir diém A dén mat phéhg (Q) trong hai trudng hop sau:

a) (Q) 1a mat phang chiéu diing (hinh 3-8).

b) (Q) 12 mat phing chi€u canh xdc dinh bang hai dudng thing m//n//x (hinh 3-9).

A d z
1 Q1EV(Q) A As
AH c, Cs
m1 B
H, dy By 3
nq: D1 D3
X X o y
N = / (Qy=vS
L t m, C, @
d
- —-r* B -
Az Ha n,
_/
D>
b
Vi
Az
y
Hinh 3-8 Hinh3-9
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Gidi: a) Qua diém A v& dudng thing d L mp(Q): d, L Vg, d, LV, . Tim giao diém
H=d N mp(Q): H, =d, ﬂV(‘g), tr H, — H, € d,. Vi AH Ia duong mat nén A|H,= AH =
khoang cach [A, mp(Q)].

b) V& duong canh CD v6i Ce m va D € n. V& hinh chiéu canh clia dudng canh CD va
diém A. V& A;B, L C,D, v6i B, € C,D, ta s& c6 AB L CD € mp(Q) — AB L mp(Q). Doan
thdng A,B, = AB la khoang cach tir diém A dén mp(Q).

Vi du 2. Cho mit phing P(V;,, V) va doan thang e. Hay vé cdc vét clia mat phang

song song va cich mp(P) mot doan béng e (hinh 3-10).

d d
V. 1
@ Vg)
d
Vir
e
o0
E F
b
b V(R)
\/m)
Hinh 3-10
Giai:

— Lay diém A € V(‘i,). V& qua A dudng thing d L mp(P): d, L V(‘;,) va di qua A,
d, L V(‘,’,) va diqua A,.

— Xéc dinh diém B € d sao cho AB = e (tuong tu vi du 2 trén hinh 3 -3).

— Qua di€ém B dung mat phéng (Q) // mp(P): v& qua B dudng bing b // V(’;)); tim vét
ding M, ctia b; qua diém M, vé vét diing V(‘g) //V(‘L) sau d6 qua giao diém E = Vo, N x v&
vét bang Vg, //V,.
Bai todn c6 hai nghiém 12 mp(Q) va mp(R). D€ vé mp(R) ta lay diém F déi xiing véi

diém E qua giao diém D = V3, NV, 16i v& qua F cdc vét Vi, //VS,, Vi, 1V,
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Vi du 3. Xic dinh géc hop bdi mat phang Q(V(‘g) / /V(‘;)) va cdc mat phang hinh
chiéu (P,) va (P,) (hinh 3-11 va hinh 3-12).

Hinh 3 - 11 Hinh 3-12

Giai: Gia st cin x4c dinh géc [mp(Q), mp(P,)] = B. Ta dung dudng thing d L mp(Q),
goi géc [d, mp(P,)] = B’. Trong tam gidc vuéng ABC ta ¢6 B + ’ = 90°. Dya trén tinh chat
ndy, dé x4c dinh géc hop boi mp(Q) véi cidc mat phing hinh chiéu (P,) va (P,) ta lam
nhu sau:

—Qua diém B € V¥, vé dudng thing d L mp(Q): d, L Vig,,d, L Vi, Liy diém C e d.

— V& tam gidc vuong B,C,C dé xdc dinh géc o = goc [(mpQ), mp(P,)] = géc C,CB, .

— V& tam gidc vuong C,B,B dé xéc dinh géc B = géc [(mpQ), mp(P,)] = géc ]{B\C2 .
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BAI TAP CHUONG 3

1. Tim d6 dai clia doan th&ng AB va cac géc [AB, mp(P,)], géc [AB, mp(P,)] (hinh 3-13).

2. Cho diém A va hinh chiéu béng clia doan thiing AB = 25mm. Hay v& hinh chiéu ding clia
AB (hinh 3-14).

3. Cho diém A va hinh chigu diing clia doan thang AB. Bist go6c[AB, mp(P,)] = 30°. Hay vé
hinh chiéu bang clia AB (hinh 3—15).

B,
A
1 A,
T N
X B, X X
A;
A,
B,
B,
Hinh 3-13 Hinh 3- 14 Hinh 3-15
4. Xac dinh khoang céch tir diém A dén mat phéing (Q) (hinh 3-16, 3-17 va 3-18),
d
Vi
© g

V
A, @
N T
X X

b
l Vi i
A;

As
V( Q)

Hinh 3~ 16 Hinh 3- 17
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Vo
Ay
X
b
Vo

Hinh 3-18

5. Xac dinh khoang cach clia hai mat phéng song song (Q), (R) (hinh 3-19, hinh 3-20) va
hinh 3-21).

d d
Vo Vir) y d V(d) V(g) \/g?)
(@ R
X X
b
b b
V(Q) V( R) Vb V(bR) V(%) V(R)
(@
Hinh 3-19 Hinh 3 - 20 Hinh 3- 21
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6. Budng thdng m song song va cach mat phing (Q) 30mm. Ba biét hinh chiéu baing m,, hay
tim hinh chi€u dimg m, clia m (hinh 3-22) va (hinh 3-23)

.

d
V(g Via
X X
m;, b
m, Vo
b
Vi
Hinh 3 - 22 Hinh 3 - 23

7. Xac dinh géc nghiéng clia mat phang Q(b, m) véi cac mat phang hinh chiu (P;) va (P,)
- (hinh 3-24).

Hinh 3 - 24
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Chuong 4
CAC PHEP BIEN pOI HINH CHIEU

Qua cdc phan di nghién ctiu & trén, ta dé dang thdy ring cing mot bai todn nhung
c4ch giai s&€ don gian hon nhicu néu cac d6i tuong 1a dudng thang va mat phang dac biét.
Diéu dé goi ¥ cho ta mot hudng giai céc bai toan & trudong hop bat ky 1a st dung céac PHEP
BIEN POI HINH CHIEU dé dua d6i tuong bidu dién tir vi tri bat ky vé vi tri dic biét.
Trong mot hé thong chi€u c6 ba thanh phan la cac mat phang hinh chi€u, cdc phuong chi€u
va déi tugng dugc biéu dién. Duéi day ta s€ tim hiéu ba phép bién ddi tuong tng vdi sy
thay déi vi tri clia ba thanh phan trén, d6 la:

1. Phép thay mat phing hinh chiéu.

2. Phép quay quanh mot truc.

3. Phép chi€u phu.

Trong phan 16n cdc bai todn, ngudi ta dung phép bién déi (1) vi cach dung hinh cla
n6 don gian. Tuy nhién, véi cic bai toan hinh hoc phéng thi gidi bang phép quay quanh truc
<& nhanh hon. Con PHEP CHIEU PHU sé cho ta giai phdp nhanh nhat d¢ bién dutng thdng
va mit phing thudng thanh dudng thang va mét phéng chiu.

| - PHEP THAY MAT PHANG HiNH CHIEU
1. Thay mat phang hinh chiéu ding

Gia st trong hé thong hai mat phang
hinh chiéu (P,) va (P,), sau khi da xay dung y By
dé thifc ctia diém A, ta thay mat phang hinh

chiéu ding (P,) bing mat phang (P}) r6i
xay dung d6 thic (A}, A, cia diém A
trong hé théng [(P)), (P,)] nhu d& lam trong A

hé thong [(P)), (P,)] (hinh 4 —1). Trong phép ) Byl |
bién déi nay, truc x va hinh chi€u ding A,

ctia diém A thay di, con hinh chiéu bdng

A, va dé cao ciia diém A thi khong doi.

Viéc chon vi tri ciia tryc x’ phu thugc vao
, , , VR Hinh 4-1
muc dich ctia phép bién doi.
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Vi du: Biét d6 thiic cha doan thang
AB bat ky. Hay xdc dinh do dai ciia AB va
g0c[AB, mp(P,)] (hinh 4 — 1 va hinh 4 - 2).

Giai: Thay mp(P,) bang mp(P)//AB
(dé dua AB dén vi trf dudng mat):

— V& truc x’//A,B,.

— V& duong déng qua A, (vuodng géc
vOi truc X’) va dat trén dudng déng nay doan
thing A’A,.= AA, = do cao cla diém A.
Xdc dinh hinh chi€u dimg B cda diém B
trong tu diém A va v& hinh chiéu ding
A’B; cua AB.

Trong hé thong [(P;),(P,)] ta c6
AIB] = AB (1) va géc [A}B] x’] = goc
[AB, mp(P,] = (2)

S0 di c6 ket qua (2) vi trong phép thay mdt phdng hinh chiéu ditmg géc nghiéng ciia
duong thang va mdt phdng véi mdt phdng hinh chiéu béng khong thay déi.

2. Thay mat phang hinh chiéu bing

Gia sur sau khi xay dung d6 thitc chia diém A trong hé théng [(P,), (P,)], ta thay mat
phéng hinh chiéu bing (P,) bing mat phing (P,) L (P,) va xay dung d6 thic cha diém A
trong h¢ thong [(P,), (P, )] nhu da lam trong hé théng [(P,), (P,)]. Trong phép bién doi nay,
hinh chiéu ditng A, va d¢ xa cia diém A khong thay déi. Do d6 ta c6 thé xac dinh hinh

chi€u bang A} clia A bang cich vé& dudng déng qua A, vuong géc véi x’ va dat trén dé

doan thang A}JA,, = A)A, = do xa chia diém A (hinh 4 — 4),

Hinh 4 -4
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Vi du. Cho d6 thic clia tam gidc ABC
nim trong mot mat phang chiéu ding. Hay
tim hinh géc ctia tam gidc ABC (hinh 4 —5).

Giai: Thay mat phing hinh chi€u
bing (P,) bing mp(P;)/mp(ABC) (dé dua
mp(ABC) t6i vi tri mat phiang bang): V& truc
x’//AB, sau d6 xé4c dinh hinh chiéu
A}B;C, clia AABC (dwa trén tinh chat

ALA, = AA..

Trong hé thong [(P).(P;)] ta co
A A}BC; = AABC.

3. Thay lién tiép hai mat phang hinh chiéu

C6 nhiéu bai toan ta phai thay lan lugt
hai mat phing hinh chi€u méi dua dugc doi
tuong tir vi tri bat ky vé vi tri can thiét.

Vi du 1. Bing phép thay mat phang
hinh chiéu, dua duong thing AB vé vi tri
dudng thing chi€u bang (hinh 4 — 6).

Giai: D6 thiic cha dudng thang chiéu
bing AB c6 hai dac diém la: AB, L x va
A,=B,.

Pé dua dudong thang AB vé vi tri
dudng thing chi€u bang, ta phai lan luot
thay hai mat phang hinh chiéu:

— Thay mat phang hinh chi€u ding
(P,) dé AB tr6 thanh dudng mat: v& truc
X/l A,B,, sau d6 vé A}B; (v6i AJA,, = A A,
va BB, = BB,

— Thay mat phang hinh chi€u béng
(P,) dé AB tr& thanh dudng thang chiéu
bing: vé& truc x’L A}B;, sau d6é xdc dinh
A, va B). Vi A,A, = B,B,, nén A} = B}

do d6 trong hé théng [(P;), (P;)], AB la
dudng thing chiéu bang.
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Vi du 2: V& dudng vuong géc chung va xdc dinh khoang cdch ctia hai dudng thang
chéo nhau AB va CD (hinh 4 — 7).

B

Hinh 4-7

Giai:

Ta thay 14n lugt mp(P,), mat phang (P,) dé dua AB vé vi tri dudng thang chiéu bing,
sau d6 v& dudng vuong géc chung IH clia AB va CD trong hé¢ thong [(P;), (P})] va dua
nguogc cic diém I € AB vd H e CD vé d6 thic ban ddu. Doan thing IH = I}H; = khoang
cich [AB, CD].

Vi du 3: Biét do thiic ctia tam gidc ABC, hdy tim hinh géc clia tam gidc d6 (hinh 4 — 8).

Giai:

Ta s€ 14n lugt thay hai mat phang hinh chiéu:

— Thay mat phang hinh chiéu ding (P,) dé dwa mp(ABC) vé vi tri mét phing chiéu
ding: v& dudng bing AE € mp(ABC) va 14y truc x’L A E,. Trong hé théng [( P, (P,

_ hinh chiéu ding ctia AABC suy bién thanh doan thang B;C].

— Thay mat phing hinh chiéu bing (P,) dé mp(ABC) tr& thanh mit phing bing: v&

truc X”’//B]C; sau d6 xdc dinh cdc diém A}, B], C, theo tinh chat B;B,, = B,B, ..

Trong hé théng [(P;), (P,)]tacé AA;B,C; = AABC.




Hinh 4-8

Il- PHEP QUAY QUANH MOT TRUC

1. Tinh chat chung ciia phép quay quanh truc (hinh 4-9)

— Khi quay diém A
quanh truc t, A s€ di
chuyén trén mot dudng
tron e ndm trong mat
phing (R) L t, tam cla
dudng tron e 1a giao diém
O =t N mp(R), ban kinh
OA cla e bing khoang
cich tir diém A tdi truc t.
Ngudi ta goi O la tdm
quay, OA la ban kinh
quay cia diém A.

— Vi tri cia diém
thuéc truc quay khong
thay déi trong phép quay.
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2. Phép quay quanh truc la duong thing chiéu
a) Quay quanh truc la duong thdng chiéu ditng (hinh 4 — 9 va hinh 4 — 10)
Néu tryc quay 12 dudng thang chiéu ding t thi mp(R) chifa dudng tron e 1a mat phing

mat, do dé hinh chi€u ding ciia A di chuyén trén dudng tron e, = e, tam clia e, la diém O, =t,,

con hinh chiéu bang A, clia A di chuyén trén mot dudng thiang song song vdi truc x.

Vi du. Xac dinh do dai chia doan thang AB va géc [AB, mp(P,)].

Giai: Chon truc t 12 dudng thang chi€u ding di qua diém B. Quay AB quanh truc t téi
vi tri duong bang: A, di chuyén trén dudng tron tam O, = t,, ban kinh O,A, = OA 6i vi tri A;

Vi O\ A //x; tit AT = A (ALA//x).

Sau khi quay ta ¢6 A}B, = AB, géc [ A, B,, x] = géc [AB, mp(P,)].

€1
/ .
t1=B4= 04 Cq.
A/1
X
e

A2‘

; x:}imﬂ" R

Hinh 4-10
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b) Quay quanh truc la duong thdng chiéu bdng (hinh 4-11)

Néu truc quay la dudng thing
chi€u bang thi mp(R) chia dudng tron
e 12 mat phing béng, do dé:

— Hinh chiéu bang cia A di
chuyén trén dudng tron tam O, = t,,
ban kinh OA = O,A,.

— Hinh chiéu ding cia A di
chuyén trén dudng thang song song
véi truc X.

Vi du. Xéc dinh do dai clia doan
thang AB va géc[AB, mp(P,)].

Giai: Chon truc t 13 dudng thing
chiéu bing di qua diém B. Quay AB
quanh t téi vi tri dudng mat:

— Hinh chiéu bing cla A di
chuyén trén dudng tron tam O, = t, t6i
vitri A} sao cho O,A] //x.

—Tu A) suyra A; véi A A]//x.

Sau khi quay ta c6 A/B, = AB,
goc [A[B, , x] = géc[AB, mp(P,)] = B.

3. Phép quay quanh truc song
song v6i mat phang hinh chiéu

a) Quay mdt phdng quanh
duong bdang hodc vét bang ctia né

Gia st c6 mat phang (Q) xdc dinh bdi
dudng bing b va diém A. D€ dira mdt phdng
(Q) tix vi tri bdt ky vé vi tri mdt phdng bdng
ta chi cdn quay diém A quanh dudng bdng
161 vi tri A’ ¢6 cung dé cao véi duong bdng
b (hinh 4-12). Trong phép quay nay diém A
di chuyén trén mot dudng trdon e nidm trong
mit phang chi€u bang (R) L b; do d6 ta xdc

dinh diém A’ nhu sau:
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X

Hinh 4 - 11
Ay
d
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o) A/‘I b1
X
L
A
2 b,
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A
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— Tim tdm quay cla A: vé A,0, L b, tr O, € b,—> O, € b,.

~ Tim ban kinh quay OA ctia A: v& tam gidc vuong 02A2K c6 canh géc vuong
A,A bang hiéu do cao ciia hai diém A, O; ta s& ¢6 canh huyén O,A = OA.

— Tim hinh chi€u bang ctia A’: A} e dudng théng A,0,= (R,) vi ¢6 0,A) = OZK .

Tir A} - A’ e b, (c6 hai vi tri ciia A’, d6 1a hai diém déi xting véi nhau qua diém O).

Néu mat phang (Q) xé4c dinh bang hai p
7, - . 2 V
V€t Vi), Vg, thi ta ldy mot diém A € Vg, .

va quay diém A quanh vét bing Vg,

(la duong bang c6 do cao bing 0) dé dua
mp(Q) t6i vi tri tring v6i mat phang hinh
chi€u bang (P,). Ngudi ta goi phép quay nay
1a phép gdp mdt phdng quanh vét bing. Céch

xdc dinh vi tri Vg, clia vét diing V%, sau khi
gap mat phang nhu sau (hinh 4 — 13):
— Lay diém Ae Vo,: Aje Vi, va A, € x.

— Tim giao diém A, cta dudng tron
tam I, ban kinh IA v6i dudng thang di qua Hinh 4-13
© A, vuéng géc v6i Vi va vé Vg di qua
Iva Aj. . d
Vidu 1. Cho dudng thang £ vd mpR(M, N, P).

Hiy xic dinh géc [ mpR)] (hinh 4 — 14
va4-15).

Gidi: Néu ta 1dy mot diém A e £ va vé
dudng thdng Ad L(R) thi géc [d, £] = 90° — o véi
a = géc [{, mp(R)]. Do d6 ta sé gidi bai toan

nhu sau: Hinh 4 - 14
— Lay mét di€m A e £ va vé dudng thing
Ad L(R): V& d, L M,J, (M,J, 1a hinh chiéu ding
ctia dudng mat MJ € mp(R)) va d, L M,I, (M,L,
12 hinh chiéu bang ciia dudng bing MI € mp(R)).
— Xéc dinh géc [¢, d] bang cdch quay mp(¢, d) quanh dudng bing BC ctia né (B € £ va

Ced) dé dua mp(¢, d) t6i vi tri mat phing bang. Ta c6 géc B,A;C, =géc [d, £].

— Xdac dinh géc [mp(R), {] =o: V& AJi L A’ C,tas€ c6 géc B,AJi =a.




Py

Vi du 2. Xéc dinh géc hop bdi hai mit phing

(hinh 4-16 va 4-17).

Giai:

~ — Néu ta v& qua mot diém A

bat ky hai duong thing dlmp(P)
vi e L mp(Q) thi géclde] =
géc[mp(P), mp(Q)]; do d6 ta sé
~ giai bai todn nay nhu sau:

~ L4y mot diém A bat ky. Vé
qua A hai dudng thang d 1L mp(P)
(d, L Vg, d, L V§,) va dudng thing

(P

e L mp(Q) (e, L V. e, L Vig,).

Hinh 4-15

P(V(‘{,), V(';)) va Q(V(%),V(B))

Z g
Q
m
n
4
A ~d
e R
Hinh 4— 16

_ Trong mat phéng (d, ¢) v& dudng bing b di qua hai diémBecvaCed.

— Quay diém A quanh truc b t6i vi tri A’ sao cho mp(d,e) tr¢ thanh mat phéing bang.

Ta s& ¢6 géc B,A;C, = géc [d, e] = goc[mp(P), mp(Q)] = a..
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Hinh 4-17

Vidu 3. Cho mpQ(Vyy,, Vg,) va hinh chi€u ding clia doan thing AB € mp(Q). Hay

vé tam gidc déu ABC € mp(Q) (hinh 4-18).

Vg)

My=M

Kink 4 - 18
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Giai:

_ V& hinh chiéu bing ctia AB (vét ding ciia dudng thing AB la A, vét bang cua
dudng thang nay 1a N)

— Gap mit phing (Q) quanh vét bang V(‘z)) chia né. Tai vi tri mp(Q) = mp(P,) v€ tam
giac déu A,’B,’C,’.

_ D& v& hinh chiéu ding va hinh chiéu bing cla tam gidc déu ABC € mp(Q) ta xdc
dinh thém hinh chi€u ding va hinh chi€u bang cta dinh C bing céch gan C vao dudng
thang e//AB.

b) Quay mdt phdng quaﬁh duong mdt hodc vét ditng ciia no

Néu mp(Q) xéc dinh bédi dudng mat m va di€m A thi ta ¢6 thé quay mp(Q) quanh m
t6i vi tr{ mat phdng mat. Cich xdc dinh vi tri cla di€m A twong tu nhu phép quay mat
phéing quanh dudng bang ctia n6 (hinh 4 —19).

v = (Ry)
A;
7 L_OA o,
X
J—jmz { M2
Ay
b
Vg
OA2

Hinh4-19 Hinh 4 - 20

Né&u mp(Q) xdc dinh bing hai vét Vg, Vi, thi ta c6 thé quay mp(Q) quanh vét
ding V(‘g) dé dwa mp(Q) t6i vi tri tring v6i mp(P,). Phép quay nay goi 1a phép gdp mdt
phdng quanh vét ditng. Céch xéc dinh vi tri clia vét bang V&, sau khi quay thé hién trén
(hinh 4 — 20).

ill- PHEP CHIEU PHY

Néu ta chigu dudng thing (hoic mat phang) theo phuong song song véi nd lén
mot mat phing thi dudng thing s& tré thanh dudng thang chi€u (mat phing trd thanh
mat phang chiéu).

/0



Vidu I. Tim giao diém cta dudng canh AB véi mat phang Q(m, n) (hinh 4 — 21).

Hinh 4 - 21

Giai: Chi€u AB va mp(Q) theo phuong m 1én mat phing phan giac 2 ta ¢ hinh chiéu
clia AB la A’B’ va hinh chi€u cia mp(Q) 12 dudng thing(Q’). Giao diém I’ = A’B’ N (Q*)
1a hinh chi€u phu ctia giao diém I = AB N mp(Q). Ti I, bing tia chiéu ngugc ta s& xdc
dinh dugc cac hinh chiéu cta 1.

Vi du 2. Cho ba dudng thing a,b,c va diém G ¢ a,b,c. Hiy dung AABC c6 trong tam
ladiem GvacébadinhA ea, Beb,Cec (hinh 4 - 22).

Giai: Chi€u a, b, ¢ va G theo phuong a lén mat phing hinh chiu bang (P,). Hinh

chi€u phu cia a suy bién thanh mot diém a] tring véi hinh chiéu phu A} cba dinh A € a.

Bi€t A} va G ta s& xdc dinh duoc hinh chigu phu ciia trung tuyén AM: A M =3/2A]G,.
Di¢m M la trung diém cba canh BC do dé ta c6 thé tim hinh chiéu phu B]C} ciia BC theo
cach tim dudng chéo ctia hinh binh hanh c¢6 tam 1a M,” va c6 hai canh nim trén b, c, (la
hinh chiéu phu clia b, ¢).

Tt hinh chi€u phu B), C;, M,, bing céc tia ngugc song song vdi a, ta 1an luot tim

B,, G, M, va xdc dinh giao di€ém A, = M,G, N a,. Tt AA,B,C, —» AA B,C,.
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Hinh 4 - 22
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BAI TAP CHUONG 4

1. Tim hinh géc cla tam giadc ABC trong céc trudng hdp sau:
a) A ABC thudc mét mat phing chidu bang (hinh 4 — 23).
b) A ABC c6 canh AB thudc mét dudng mat va canh AC thudc mot dudng bang (hinh 4 — 24).

By
B, '
Ay
Ay op
Cq
X ‘ X
- J
Az

Co

A

Hinh 4- 23 Hinh 4 - 24

¢) AABC thudc mét mét phang thudng (hinh 4 — 25).

d) AABC thudc mé&t phang (Q) xac dinh bang hai vét va da biét hinh chidu ding clia tam
giac d6 (hinh 4 — 26).

B4
Ay
Cq
X | X
B, !
b
p Vo
2
Cy
Hinh 4 - 25 Hinh 4 - 26
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2. Tim khoang cach tif diém A dén dudng thang m (hinh 4 — 27).

a
Vi

Hinh 4- 27 Hinh 4 — 28

3. Tim khoang cach tu diém I dén mét phang (R) trong cac trudng hdp sau:
a) (R) la mat phang xac dinh bang hai vét (hinh 4 — 28).

b) R(A, B, C) trong d6 A,C, // x /| A,;B, (hinh 4 — 29).

¢) R(A, B, C) la mt phing thuang (hinh 4 — 30).

B4
/
T1 /1 B1
[ 4
A1 Cq
Cq
2 B2

A

Hinh 4 - 29 Hinh 4 - 30
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4. Xac dinh géc hgp bdi hai dudng thang chéo nhau m, n (hinh 4-31).

5. Xac dinh géc hgp bdi dudng thang m va mat phdng R(A, B, C) cé AC la dudng bing, AB
la dudng mét (hinh 4-32).

By
my
n M
1 A1 C1
X X
C>
m
m 2
n, /2 /
. A2 Bz
Hinh 4- 31 Hinh 4 - 32

6. Xac dinh géc nhj dién canh AB (hinh 4-33).

6-HHHH-TAP 1 : 81




Chuong 5
DA DIEN

§1. BIEU DIEN DA DIEN

Trong gi4o trinh nay chi dé cap t6i hai da di¢n dién hinh va quen thuéc 1a hinh lang
tru va hinh chép. D6 1a nhitng mat kin tao thanh boi cdc da gidc phiang, méi da giic phéng

A mot mat (hay mot dién) cia da dién, mdbi canh ciia chiing 14 mot canh cuia da dién va moi

canh clia da dién 1a canh chung cta hai mat clia da dién d6. Nguoi ta biéu dién da dién

béng cdch biéu dién cdc canh ciia da dién do.

Khi xét thay, khuat ctia da dién can chu y:

— Xét thdy, khuét clia céc canh rdi tir d6 suy ra sy thay, khuat clia cadc mat.

_ Céc canh ndm trén dudng bao quanh clia mdi hinh chiéu 1 cdc canh thdy trén hinh
chiéu dé. Do d6 ta chi can xédc dinh su thdy, khuat cha cdc canh nam trong dudng bao

quanh hinh chiéu cta da dién.

Dé xdc dinh mot diém thugc mot mdt cia da dién, ta vé qua diém dé mot doan thing

c6 hai ddu thuéc hai canh ciia mdt do.

Vi du 1: Biét hinh chi€u
cla céc canh cia hinh choép
S.ABC. Hay xac dinh thay,
khuat cta hinh chép (hinh 5-1).

Giai:

— Trén hinh chiéu ding
chi cdn x4c dinh thay, khuat
clia hai canh SA va BC: vi diém
N e BC ¢6 do xa 16n hon do xa
cha diém M e SA nén N, thdy
— B,C, thdy va S/A, khuat —
hai mat (SAB) va (SAC) khuat
con hai mit (SBC) va (ABC) thay.
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— Trén hinh chi€u bang chi cdn xét thay, khuat clia hai canh SA va BC: vi diém I e
SA ¢6 do cao 16n hon do cao clia diém J € BCnén I, thdy con J, khudt — S,A, thay va B,C,
khuat — hai mat (SAC) va (SAB) thdy con hai mat (SBC) va (ABC) khuat.

Vi du 2: Cho hinh chép S.ABC, hinh chiéu
ding clia hai diém I, J (véi I,=J, € S,C) va
hinh chi€u bang cia hai diém M, N (véi
M, = N, ). Hay xdc dinh hinh chiéu bing cia I,
J va hinh chi€u diing cta M, N, biét ring 1, J, M,
N la bon di€m thuoc cdc mat ciia hinh chép
(hinh 5-2).

Giai: Hai di€ém L, J thuoc hai mat (SAB) va
(SAC). Gia sit J € (SAC) va I € (SAB). Ta sé

xdc dinh hinh chi€u bing cta I, J nhu sau:

— V& qua I duong thang IK // AB: 1K, I/AB,;

tr K, e SA, > K, € S,A, > K,I, // AB, >,

-Ve JK,//AC, > K,J,//A,C,— ], e SC,

Theo vi tri ciia M, = N, thi hai diém M,N
s€ thudc hai mat (SBC) va (ABC) ctia hinh chép. _
Gia st M € (SBC) va N € (ABC). Ta s& xic dinh «
hinh chiéu ding ctia M va N nhu sau: ‘

— V& qua M doan thang SD v6i D € BC, tir S,D, - SD, - M,.

~Di€m Ne AABCnéntir N, »> N, € A,B,.
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§2. GIAO TUYEN CUA MAT PHANG VOT DA DIEN

Giao tuyén ctia mat phang v6i da dién 1a mot da gidc phang ma méi dinh 12 giao diém
chia mot canh cla da dién v6i mat phang va mdi canh la giao tuyén cia mat phéng v6i mot
mat clia da dién; canh nao thugc mat thay ctia da dién sé& 1a canh thdy, canh nao thudc mat ’
khuét clia da dién s& 12 canh khuat.

I- TRUGNG HOP DAC BIET

C6 hai trudong hgp dic bigt:

— Mat phing cit da dién 12 mat phing chi€u. Trong trudng hgp ndy, ta s€ tim céc dinh
ctia da gidc giao tuyén theo cdch tim giao di€m dudng thing v6i mat phang chiéu.

_ Pa dién 1a lang try c6 cdc canh bén 1a duong thing chiéu, cdc mat bén la cic mat
phing chiéu (ta s& goi chung 1a lang try chi€u). Trong trudng hop nay ta s& tim giao diém
cac canh bén cua lang tru v6i mat phing cat: mot hinh chiéu cta giao diém tring v6i hinh
chiéu suy bién clia canh bén, hinh chi€u con lai clia giao diém xédc dinh bang cdch vé& qua
giao diém dé mot dudng théng thuoc mat phang cit.

Vi du 1: Tim giao tuyén clia mat phang (R) v6i hinh chép S.ABC va v& hinh goc cua
giao tuyén trong cic trudng hop sau:

a) (R) 1a mat phéng chi€u ding (hinh 5-3).

b) (R) 12 mat phéng chi€u bing (hinh 5-4).

¢) (R) 1a mat phang chiéu canh (hinh 5-5).

5

Giai: z 2

a) — Mt cat (R) [a mat phang
chiéu dimg nén ta tim hinh chi¢u
dimg clia cic giao diém 16i suy ra
hinh chiéu bing cia ching. C6 5
giao diém la: 1 = ABNmp(R), '
2 = BC N mp(R), 3 = SCNmp(R),
4 =SD N mp(R) va 5 = SA N mp(R).
Piém 5 € SA la dudng canh nén ta
vé dudong phu trg 5-I//AD dé tim
5,. NGi hai giao diém ciing thugc
mot mat clia da dién ta s€ dugc
giao tuyén ctia mp(R) v6i mat dé.

Trén hinh chi€u bang chi c6 mat 11=24 r Cj + !
ddy (ABCD) khuit nén doan thang
1, -2, khuat. %

— Pé v& hinh gdc clia giao tuyén

ta thay mp(P;) bang mp(P,;)/mp(R): 22 l e |

14y truc x’//(R)). B; : Sz 2.\ Dy
1, 52
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b) Giao tuyén clia mat phang chi€u bang (R) va hinh chép S.ABC la tam giac MNP
v6i cdc dinh 1a giao diém M = AB N mp(R), N = SA N mp(R) va P = AC N mp(R). AMNP
c6 hinh chiéu ding 1a AM,N,P;: canh M|N, thdy vi doan thing MN € mat SAB la mat thay
trén hinh chi€u ding; canh N,P, khuat vi doan thang NP € mat SAC 14 mat khuat trén hinh
chi€u dimng.

D¢ v& hinh goc chia tam gidc giao tuyén MNP ta thay mat phang (P,) bing mat phang
(P7)/fmp(R), (V& truc X’/ (R,)).

Hinh 5- 4

¢) Vi (R) 12 mat phang chi€u canh (V(‘;z)// V(’;U//x) nén ta v& vét canh Vi, = (R,)
(1a hinh chi€u canh ciia mp(R)) d€ tim hinh chiéu canh clia céc giao diém M = AC N mp(R),
N = SCNmp(R) va P = BC Nmp(R) réi tix d6 suy ra M;, N, P, va M,, N,, P,. Dé v&
hinh géc ctia giao tuyén MNP, ta thay mp(P, ) bang mp (P, )// mp(R), (v& truc x’//(R,)).
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Vi du 2: Tim giao tuyén cua
mit phiang R(V'g,, Vi;,) v6i lang try
chiéu bing ABC.A’B’C’, xé4c dinh
thay, khuat va v& hinh goc cla giao
tuyén (hinh 5-6).

Giai: Dé vé& giao tuyén cha
mp(R) vdi lang tru ta tim c4c giao diém
M = AA’Nmp(R), N = BB’ ] mp(R),
P = CC’ N mp(R). Hinh chiéu bang clia
ba giao diém 1a M, = A,, N, = B,,
P, = C,. V& cdc dudng thing di qua MP
(c6 vét bang 1a I, vét ding 12 J) va MN
( c6 vét bang 1a K), ta s& tim dugc hinh
chi€u ding cia M,N,P.

— Xét thay, khuat trén hinh
chi€u ding: Mat (AA’, BB’) thdy
nén M,N, thady. Hai mat bén con lai
cta lang tru 12 hai mat khudt nén céc Hinh 5—6
doan thang M,P, va N,P, khuat.

— Dé v& hinh gdc clia giao tuyén MNP ta gaip mp(R) quanh vét bang V(l;z) .

86



Il- TRUONG HOP BAT KY
Trong trudng hop mat phang cét da dién 12 mat phang thudng va da dién khong phai
1a lang tru chiéu ta c6 thé gidi bai todn bing mot trong hai céch sau:

— Tim giao diém cha céc canh cha da dién véi mat phing cit bang cach diing mat
phang phu trg 12 mat phang chiéu.

— Thay mat phang hinh chi€u dé mat phéng cét tr& thanh mat phang chiéu.
Vi du 1: Tim giao tuyén cia mat phing Q( Vg, Vig,) v6i hinh chép S.ABC va xdc
dinh thay, khuat cta giao tuyén (hinh 5-7).

Giai:

— Tim giao diém M = SA\ mp(Q) bing c4ch diing mat phing phu trg chigu bang (T)
(Vi L X): tim giao tuyén IJ = mp(Q) Nmp(T) véi [ = Vi NV, vad = Vo N Vig —
giao diém M = SA N 1J.

~ Tim giao di€ém K = ABN Vg, (K, = A,B,NVy; tr K, > K, € x) > giao
tuyén MN = mp(Q) () mit SAB.

— Tim giao diém L = AC N V('é) — giao tuyén MP = mp(Q) N mit SAC va giao
tuyén NP = mp(Q) N mat (SBC).
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— Xét thdy, khuat: Trén hinh chiéu bing ba mit bén ciia hinh chép la cdc mat thay
nén ba canh ctia AM,N,P, déu thay; trén hinh chi€u ding cdc canh M,N, va NP, thay vi
cac mat SAB va SBC thdy.

Vi du 2: Tim giao tuyén clia mat phang R(m,n) vdi lang tru ABC.A’B’C’ (hinh 5-8).

(Ry

Hinh5-8
Giai:
Thay mat phing hinh chiéu ding (P,) bing mat phing (P,') L mp(R) bang cich v&
trong mp(R) dudng béng JK va v& tryc x’ L J,K, . Gidi bai todn trén nhu céch gidi & trudng hop
déc biét roi dua két qua vé cac hinh chiéu ban dau.
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§3. GIAO PIEM CUA PUGNG THANG VOI DA DIEN

I- TRUGNG HQP DAC BIET

C6 hai truomg hop ddc biér la.

— Ldng tru c6 tdt cd cdc mdt thugc cdc mdt phdng chiéu. Trong trudng hop nay bai
todn quy V€ viéc tim giao di€m cha dudng thing v6i mat phing chiéu.

— Duong thdng la duong thing chiéu. Trong trudng hop nay cic giao diém c6 mot
hinh chiéu tring v6i hinh chi€u suy bién ciia dudng thang, dé tim hinh chi€u thit hai ta gén
céc giao diém vao cdc doan thang thudc cic mat ctia da dién.

Chu y:

— Thong thudng méi dudng thing c6 hai giao diém véi hai mit cta da dién. Poan
thang néi hai giao diém khuét trén c4c hinh chiéu. -

~ Giao diém nao thuoc mat thay ciia da dién s& 1a diém thay, do d6 tir giao diém nay
tr& ra dudng thang s& thdy; con giao diém nao thuoc mit khudt clia da dién thi s& khuat, do
dé tlr giao diém ndy tro ra dudng théng s& khuat dén hét dudng bao quanh hinh chiéu ciia

da dién.

Vi du I: Tim giao diém clia A, B, K4 c,
cdc dudng thing m, n véi lang tru 0 - o =
ABC.A’B’C’ (hinh 5-9). , 1

;-

Giai: Lang tru ABC.A’B’C’ , /(
c6 diy A’B’C’ e mp(P,), day m,/
ABC thuoc mot mat phang bang va /n1
ba mat bén thudc ba mat phang . ‘M1
chi€u bing. _% ,

— Ta d& dang tim dugc cdc —1
giao diém I = mNmat(AA’, BB’) Al B'y C'y X |
L=mNAB, tr], >, em)va 1 |

J=m N mit (ABC) J,=m,N A B,C,
trJ, > J, € my). Chd ¥ ring diém
K e mcbdK,=m, N A,C, nhung K,
nam ngoai hinh chiéu ding cha lang
tru nén K khong phéi 13 giao diém
cua m vdi lang tru.

89




— Céc giao diém L = n N mat (AA’, CC) vaM =n N miat(BB’, CC’) c6 hinh chiéu
bing 12 c4c giao diém L, =n, N AZCZVé M,=n,NB,C.TuL, > L, en vattM, > M, € n,.

Vi du 2: Tim giao diém cha dudng thang chiéu ding m va dudng thang chi€u bing n
v6i hinh chép S.ABC (hinh 5-10).

Hinh 5-10

Giai:
— Céc giao diém I = m{\ mat(SAB) va J = m{) mat(SAC) c6 hinh chiéu ding I, =J=m,.
Pé tim I, ta gén I vao dudng thing ID//AB, dé tim J, ta gn J vao dudng thang DJ//AC.
_ Cic giao diém K = n\ mat(ABC) va L =n N mat (SBC) c6 hinh chi€u bang K,=L,=n,.
Tam gidc ABC c6 hinh chi€u ding thuoc truc x nén K, € x. bé x4c dinh L, ta gan L vao
doan thing SE € (SBC): E,= S,L, N B,C,;tt E, > E, € B.C, > L,=n, N SE,.

li- TRUONG HQP BAT KY

Khi da dién khong phai 12 lang tru chi€u va dudng thing khong phai la dudng thing
chiéu, ta dung mat phing phu trg (T) chita dudng thing va fim giao diém chia dudng thang
v6i giao tuyén (phu) ctia mat phéng (T)va da dién (hinh 5-11).

Cin chon mat phing phu trg (T) hop 1y dé dé& dang xéc dinh céc giao diém ciia dudng
thdng véi giao tuyén phu. Thong thudng nén chon (T) la mat phang chi€u. Nhung khi
dudng thang 1a dudng canh thi nén ding mat phéng phu trg (T) di qua dinh ctia hinh chép
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(d¢ giao tuyén ctia mp(T) véi céc mat bén cta chép la cdc doan thing di qua dinh) hoac
song song v&i canh bén clia lang tru (d€ giao tuyén ctia mp(T) véi cic mat beén clia lang tru
la cdc doan thing song song véi cdc canh bén).

Hinh 5-11 Hinh5-12

Vidu I: Tim giao di€m clia dudng thing m véi hinh chép S.ABC (hinh 5-12).

Gidi: V& qua m mat phang phy trg chiéu diing (T): (T))=m,. Tim giao tuyén 1-2-34
cia mat phang (T) véi hinh chép bing cich tim hinh chiéu ding cla cdc giao diém
1 = AB Nmp(T), 2 = BCNmp(T), 3 = SCNmp(T) vd 4 = SAN mp(T) r6i suy ra hinh
chi€u bang cia chiing. Cic giao diém I = mN3-4 va J = m() 1-2 14 c4c giao di€ém clia m
v6i hinh chép.

biem 1 e (SAC) nén I, va I, déu thdy. Diém Je (ABC) nén J, va J, déu khuat.

Vi du 2: Tim giao diém cha dudng canh AB véi hinh chép S.MNP (hinh 5-13
va 5-14).

Giai: V& mat phing phu trg T(SAB). Tim giao tuyén BC = mpR(M, N, P) N mp(T):
B € mp(R) nén B =SB N mp(R); C = SA (N mp(R). Tim c4c giao diém D = BC | MP va
E = BC(INP va v& giao tuyén phu (la ASDE) cfia mp(T) v6i hinh chép. Giao diém
I'= ABMN SD ciing 1a giao diém I = AB {inat (SMP) nén I, va I, déu thay. Giao diém
J=AB N SE ciing 12 giao diém J = AB (1 it (SNP) nén J , va J, déu khuat.




Hinh 5-13

Hinh 5- 14

Vi du 3: Tim giao diém clia dudng canh AB v6i lang try MNP.M’N’P’ (hinh 5-15
va 5-16).

Giai:

V& mat phang phu trg (T) qua AB va song song v6i céc canh bén cla lang tru. Lan
luot tim:

_ Giao diém C cha dudng thing qua A, song song v6i MM’ va mp(R = P,) chita day
M’N’P’ chia lang try; giao di€ém D clia dudng thing qua B, song song véi PP’ va mp(R).
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V€ giao tuyén CD = mp(T) ) mp(P,) va xdc dinh cic giao diém E = CDNM'N’,
F=CD ) MP’.

C», A
Hinh 5-16
— V& giao tuyén cua mp(T) va mat (MNN’M’) (d6 1a dudng thing qua E, song song
'v6i MM’) va tim giao diém I cha AB v6i giao tuyén d6. Diém I chinh 1a giao diém
I'= ABVmat (MNN’M’) nén I, va I, déu thdy. ‘

— V& giao tuyén ctia mp(T) v6i mat (MPP'M’) (d6 1a dudng théng qua F, song song
v6i canh PP’) va tim giao diém J clia AB v6i giao tuyén d6. Diém J chinh 1a giao diém clia
AB v6i mat (MPP'M’) nén J, khuat con J, thay.
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§4. GIAO TUYEN CUA HAI DA DIEN

Théng thitdng giao tuyén ciia hai da dién 1a mét hodc hai duong gdy khiic kin ma moi
dinh la giao diém ciia mét canh ciia da dién ndy véi mot mdt cua da dién kia va moi canh
la giao tuyén ctia mot mdt cia da dién ndy véi mot mdt ciia da dién kia (hinh 5-17).

Hinh 5-17

Do dé viéc tim giao tuyén ciia hai da dién quy vé bai todn tim giao ciia diiong thing
va mdit phdng véi da dién.

Vi du 1: Tim giao tuyén cta lang try chiéu bing ABC.A’B’C’ véi lang try bat ky
DEF.D’E’F’ va xét thdy, khuat cha giao tuyén d6 (hinh 5-18a va hinh 5-18b).

Giai: Vi céc canh va cic mit c6 giao cha lang try ABC.A’B’C’ déu la nhiing dudng
thdng va mat phing chi€u bing nén ta dé dang tim dugc cic dinh clia dudng gy khic
giao tuyén.

— Céc giao diém 1 = BB’ mat (DFF’D’) va 2 = BB’ mat (EFF’E’) ¢6 hinh chiéu
bing 1, =2, =B, =B',. D& tim hinh chi€u dimg ciia ching ta gan 1 va 2, theo thi w, vao
céc dudng thing di qua céc diém I € DF, JeEF va song song véi FF’. Hinh chi€u bang cua
hai duong thing ndy tring nhau,tt L, =J, > I,e D" F', vaJ,e E''F'| —> 1, va 2.

— Tuong tu, cic giao diém 3 = CC’(} mat (DFF’D’) va 4 = CC’(] mat (DEE’D’) ¢6

hinh chiéu bing 3,=4,=C, =C',. Dé tim hinh chiéu ding cla ching, ta 14n lugt gan
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N

ching vao cdc dudong thing di qua KeDF, LeDE va song song vo6i canh DD’: tir
K,=L,>K,eDFvaL eDE —3 va4,.

— Tim hinh chi€u bang cla céc giao diém 5 = EE’N mat (ACC’A”),
6 = EE’ (1 mat (BCC’B’), 7= FF’ mat (ACC’A’) va 8 = FF’() mat (ABB’A’) 16i tir d6
suy ra hinh chiéu ding cua chiing.

C,=C"=3,=4,

Hinh 5 - 18a

I N

D D
+ 4

6/ 5

E , '—\r E/
- 2 !

F 8 47 F
+ 1 il

D D

Hinh 5- 18b

Dé néi timg cap hai giao diém thanh giao tuyén clia hai mat clia hai da dién, ta diing
mot so do trén d6 ¢ hinh khai trién cdc mat bén clia lang tru dung theo canh AA’ va hinh
khai trién céc mat bén clia lang tru ngang theo canh DD’. Trén hinh khai trién cin ghi céc
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giao diém clia céc canh va su thdy, khuét cla cdc mat (mat thay ghi ddu +, mat khuat
ghi ddu —). Lan lugt ndi hai diém cing thuoc mot mat luéi, doan thiang ndo thudc hai
mat thay 12 doan thdy. Sau khi n6i moét doan thang trén so do, nén noi ngay doan thang
tuong dng trén hinh chi€u dé tranh nhim 1an. Khi xét thdy, khuat clia cdc mat cla hai
da dién can chu y:

— Xét céc phin thay trudc rdi tir d6 suy ra cdc phan khuat.

— Pudng bao quanh médi phan thdy clia mot mat da dién la mot dudng gay khic kin;
vi du, doan 1, 3, thdy — dudng giy khic 1-3—C- B, - 1, thdy; doan 4, — 6, thiy —
dudng giy khiic 4,— 6,— E,—D’,— D,~ E,— M, — 4, thdy.

— Doan thang n6i hai giao diém thudc mot canh ciia da dién luon khuat (vi du, céc
doan 5,— 6, va 5,—60,,...).

Vi du 2: Tim giao tuyén va xét thdy, khuat cua lang tru ABC.A’B’C’ va hinh chép
S.MNP (Hinh 5-19).

B=BY4

Hinh 5-19

Giai: Vi cic mat cha lang tru déu thudc cdc mat phing chi€u nén ta d€ dang xdc dinh
dugc ba mat ¢6 giao tuyén cia né la ddy (ABC) va hai mat bén (ABB’A’), (ACC’A’).
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— Giao tuyén cla mp (ABC) véi hinh chép la tam gidc 1-2-3 6 cic dinh
1 =NP 1 mp(ABC), 2 = MN (1 mp(ABC) v 3 = SN (| mp(ABC). Vi SN la duong canh
nén ta v& doan thing 3 — D//MN dé xdc dinh hinh chi€u ding 3, cua diém 3. Tir giao
tuyén cua mp(ABC) véi chdp suy ra cdc giao tuyén cia AABC: 4 — 5 =AABC () ASMN
va 6 —7=AABC ) ASNP. Ba mit (ABC), (SMN) va (SNP) thdy trén hinh chi€u ding nén
céc doan thing 4, -5, va 6, -7, thay.

— Mit (ABB’A’) cat ba mat bén cla hinh chép vd tao ra cic giao tuyén
7—8 =mit (ABB’A’) (1 mat (SNP), doan 7 — 8//NP; 8§ — 9 = mat (ABB’A’) (] mat (SMP),
doan 8 — 9//MP; 4 — 11 = mit (ABB’A’) (N mat (SMN), doan 4 — 11//MN. Hinh chicu bang
cua mat (ABB’A’) khuat nén céc doan théng 7, -8, , 8, -9, va 4, 11, khuat.

— Mat (ACC’A’) cét cdc mat bén clia hinh chép va tao ra céc giao tuyén:

6-10 = mat (ACC’A’) (1 mat (SNP) trong d6 10 = SP (\mit (ACC’A’);

9-10 = (ACC’'A’) N (SMP) va 5 —~ 11 = (ACC’A’) N (SMN). Cic doan thang
6,-10,,9,-10, va 5, ~11, thdy vi ching 1a hinh chigu bing ctia giao tuyén ciia céc mat
¢6 hinh chi€u bang thay. Giao tuyén ctia hinh chép va lang tru 12 hai dudng gy khiic kin:
4-5-11-4va6-7-8-9-10-6.

Vidu 3: Tim giao tuyén cua hai lang try cé cdc day (A].BC) va (DEF) ndm trén mat
phéng hinh chiéu bang (P,) (hinh 5-20 a, b, ¢).

Giai:

Cac canh clia hai lang tru déu thu¢c cdc dudng thing thuong do dé ta sé slr dung cac
mat phang phu trg song song v6i cdc canh bén cla hai lang tru dé giao tuyén ctia ching véi

cdc mat bén cha hai lang tru 1a cdc dudng thing song song vdi cac canh bén. Cic mit
phang phu tro dé song song véi mdt phdng dinh hiéng (T) di qua mot diém 1 bat ky va hai

dudng thang a//DD’, b//AA’; do dé6 vét bang cla ching song song vdi vét biang V”

(T)
Céach tim giao di€ém ciia cdc canh twong tu nhu cdch tim giao diém ciia canh BB’
dudéi day:
— V& mat phéng phu tro (P) c¢6 vét bang Vb di qua B,, song song v6i V'. va x4c

)
dinh cédc giao di€ém K,=D,F, N V), L,=D,E, N V?

(P

— Xdc dinh cdc giao diém 1, va 2, cla B,B', véi cdc duong thang qua K,, L, song
song v6i D,D’,. 1, va 2, 1a hinh chi€u bing cla céc giao diém 1 = BB’((DEE’D"),
2 =BB’ (1 (DFF’D’).
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Dé néi ting cap hai giao diém thanh giao tuyén clia mot mat cta lang tru nay voi mot
mit cta lang tru kia va xét thdy, khuét cua ching, ta v€ so dé khai trién hinh chiéu bang
(hinh 5-20b) va hinh chigu ding (hinh 5-20c) cla cac mat lang tru.

A B o} A A B Cc A
+ - + + —~ |+
D D
+ T2 _ 432 = Tl _<531
E 5, . 62| £ ﬁ ’ ~ 6y
+ +
r 72l 2 £ 71‘ 1;71__
T ok
D D
Hinh 5 - 20b Hinh 5 — 20¢
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Vi du 4: Tim giao tuyén va xét thay, khuit cta hinh ch6p S.ABC va lang tru c6 ddy la
ADEF (hinh 5-21a, b, ¢, d).

Ay
my
My
my
A
b)
S
D ]
< /1)
E+ 41 61
P
F T
AR
c)
S

a) Hinh 5 - 21 d)

Giai: Ta sir dung phép chi€u phu dé chiéu hai da dién 1én mat phéng phan gic 2 theo
phuong chi€u la canh béen DD’ cia lang tru. Diém thudc pg2 cé hinh chiéu ding va hinh
chi€u bang tring nhau, do d6 hinh chiéu ciia dudng thang chiéu m(m,, m,) 1a giao diém

m,= m, (1 m, (hinh 5-21b). Hinh chi€u phu ciia lang try 13 A D,E,

,F, va ctia hinh chép 1a
S,-M,N_P,. Ta dé dang x4c dinh dugc hinh chiéu phu clia cic giao diém, tir d6 lan luot xdc
dinh hinh chi€u diing va hinh chiéu bing cia ching: 1 = FF* N(SAC); 2 = FF’(\(SAB);
3=SBN(DFF’'D’), 4 =SB N(EFF’'E’), 5=SC N (DFF’D’) va 6 = SC N (EFF’E).

Cach néi céc cap hai diém va xdc dinh thay, khuat ctia cdc doan thang thuoc dudng
gay khiic giao tuyén dugc chi din béi cdc so dé khai trién hinh chicu ding (hinh 5-21¢) va
hinh chi€u bang (hinh 5-21d) cia cic mat bén ctia hai da dién.
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BAI TAP CHUONG 5

1. Tim giao tuy&n va hinh géc clia giao tuyén cla mét phéng chiéu ding (R) véi hinh lang tru '
(hinh 5-22).

2. Cho hinh chiéu diing cta dudng thdng m va hai giao diém 1, J cGa nd vdi hinh chop
(1, khuét, J, thay), hay v& hinh chiéu bang cta m va, J (hinh 5-23).

(Ry)

L

P>

-

Hinh 5 - 22 Hinh 5- 23

3. Tim giao tuyén va xét thay, khut clia hai da dién trén céc hinh 5-24, 5-25, 5-26, 5-27,
5-28, 5-29, 5-30, 5-31, 5-32, 5-33 va 5-34.

>§\
T < l

Hinh 5 — 24 Hinh 5 - 25

»
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Hinh 5 - 26

\

'V

Hinh 5 - 27

Hinh § - 28

!

/S
7

Hinh 5- 29
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Chuong 6
BIEU DIEN DUGNG CONG VA MAT CONG

§1. BIEU DIEN PUONG CONG

I- CAC KHAI NIEM CO BAN

1. Dinh nghia duong cong. C6 nhiéu phuong phdp nghién ctru duong cong. Méi
phuong phdp c6 mot quan niém vé su hinh thanh cla dudng cong thé hién bing mot dinh
nghia. Cic dinh nghia s€ sir dung sau nay la:

Dinh nghia 1. Duong cong la quy tich cdc vi tri ciia mét diém chuyén dong theo mot
quy lugt nhdt dinh. Vi du: Dudng tron 1a quy tich cdc vi trf clia mot diém chuyén dong
trong mot mat phing va cdch déu mot diém c6 dinh thuoc mat phing do.

Néu dudng cong nam hoan toan trong mot mat phing ta sé goi né 1a duodng cong
phdng. Néu duong cong khong nhu vay, ta goi nd la duong cong ghénh.

Dinh nghia 2: Puong cong la tdp hop cdc diém thod man mot phiong trinh. Néu
phuong trinh x4c dinh dudng cong 1a phuong trinh dai s& bac n thi dudng cong dugc goi 12
diong cong dai s6 bdc n. Bac clia dudng cong phang bang s6 giao diém (thuc hoic 40) clia
mot dudng thang v6i dudng cong. Bac ciia dudng cong ghénh bing s6 giao diém ctia mot
mat phang véi dudng cong.

Dinh nghia 3: Pudng cong 14 tap hop céc diém chung (giao tuyén) clia hai mat. Giao
tuyén khong suy bién ctia hai mat cong dai s6 bac m va n la dudng cong bac m x n.

2. Tiép tuyén cia dudng cong (hinh 6-1). Gia st
c6 dudng cong £ va hai diém M, M’e £ Néu cho M ¢6
dinh con M’ di chuyén dén t6i M ma dudng thing MM’
¢O vi tri gidi han 1a Mt thi Mt goi 12 ti€p tuyén cia £ tai

M va diém M goi la tiép diém ctia t va £, Hinh 6 -1
3. Mat phang mat ti€p clia dudng cong. Gi sir dudng cong £ ¢6 tiép tuyén tai diém
M e £1a dudng thing t va N 1a mot diém thuoc £. Néu cho N di chuyén dan t6i M ma mat

phang (t, N) c¢6 vi tri gi6i han 13 mat phéng (B) thi mp(B) goi 1a mdt phdng mdt tiép ciia
duiong cong L tai diém M.
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4. Phap tuyén cua dudong cong

Gi4 str dudng cong £ c6 tiép tuyén tai diém M € £ 1a dudng thang t. Ta s€ goi cic

| dudng thing Mn L Mt 1a céc phdp tuyén tai M cla dudng cong £, goi mat phing chia cic

phép tuyén 1a mdt phdng phdp tuyén va goi phap tuyén nam trong mat phing mat ti€p la
phdp tuyén chinh.

5. Dudng bao clia mét ho dudng cong

Hai dudng cong £ vi m s& goi 1 hai duong cong tiép xiic voi nhau tai diém M néu

M e m va M € n, déng thdi céc ti€p tuyén tai M clia m va £ tring nhau (hinh 6-2).

{
M
‘ : y .
t ¢
m

Hinh 6 — 2 Hinh 6-3

Puong cong k s& goi 1a dudng bao ciia ho dudng cong £ néu moi duong cong { déu

ti€p xtc véi k va tai méi diém M e k c6 it nhat mot dudng cong £ ti€p xiic v6iné (hinh 6-3).

IIl- CAC DPUGNG CONG THUONG GAP TRONG KY THUAT

Ba dudng cong phing thudng gip vA c¢6 cic tinh chat dién hinh 1a elip, hypebol
va parabol.

1. Elip (hinh 6-4). Elip la quy tich cdc diém M ciing thuéc mot mdt phdng va cé 16ng
cdc khodng cdch t6i hai diém c6 dinh F, F’ ciia mdt phdng dé bdng mot hdng so
2a > FF'=2c: MF + MF’ =2a.

Hai diém F,F° goi 12 hai tiéu diém ciia elip. Khi F = F’ elip s€ tr& thanh mot duong
tron. Tai mdi diém M, ti€p tuyén Mt clia elip 12 phan gidc ngoai, cit tuyén Mn la phan gidc
* trong clia géc FMF".

X2

2
Phuong trinh chinh tc clia elip 1a: —+2-=1 v6i a® =b*+c’
a

Elip c6 tam (1 diém O) va hai truc déi xing, truc dai AB = 2a va truc ngan CD = 2b.

Hinh chiéu clia hai tiéu diém F, F’ trén céc tiép tuyén 1a nhing diém nam trén dudng
tron tdm O, ban kinh bing a (vi du cdc diém I, H).
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Hinh 6 -4

Dua trén cdc tinh chat cua elip ta dé dang xdc dinh dugc mot diém M bdt ky cua elip
va V€ ti€p tuyén, phdp tuyén tai M ctia né khi bi¢t F,.F’ va a:

— Gia sir trén doan thang PQ = 2a ta 1dy mot diém R va dat PR = r,, QR =r,. V& hai
dudng tron tam F, ban kinh r; va r, va hai dudng tron tam F°, ban kinh r, va r,. Hai giao
diém ctia dudng tron (F, 1,) véi dudng tron (P, 1,) va hai giao diém chia dudng tron (F, r,)
v6i dudng tron (F°, r,) 12 bon diém thuoc elip. Gia st mot trong bon diém d6 1a diém M.

— D& V& tiép tuyén Mt ta tim giao diém I ctia dudng tron tam O, ban kinh a v6i dudng
tron c¢6 dudng kinh la MF’. Tiép tuyén Mt la duong thang di qua M va 1. Dudng thang
Mn 1 Mt la phap tuyén tai M ctia elip.

2. Hypebol (hinh 6-5). Hypebol la quy tich cdc diém M cing thudc mot mdt phdng
va cé hiéu cdc khodng cdch t6i hai diém cé dinh F,F’ thuéc mdt phdng dé bing moét hdng
56’ 2a < FF’ = 2¢: | MF-MF’ | = 2a

Hai diém F,F’ goi 12 hai riéu diém ciia hypebol. Tai mdi diém M, tiép tuyén Mt 1a

phan gidc trong, phap tuyén Mn la phan gidc ngoai clia géc FMF'.

2 2

Phuong trinh chinh tic cha hypebol la: X—2 - % =1 véi a®+b* =¢?
a
Hypebol ¢6 tam (la diém O) va hai truc dsi xumg (1a hai truc toa do). Hypebol c¢6 hai
tiém can 12 cdc dudng thang cé phuong trinh 13 y = —b—x vay= —Bx
a a
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Hinh 6 -5

Hinh chiéu cha céc tiéu diém F,F trén tiép tuyén 1a nhimg diém I va H nam trén

dudng tron tam O, bdn kinh a.

Tix céc tinh chat ctia hypebol, khi da biét cdc yéu t6 xdc dinh n6 (vi du biét F, F’ va a)
ta d& dang x4c dinh dugc mot diém M bat k¥, ti€p tuyén Mt va phap tuyén Mn cua hypebol.

3. Parabol (hinh 6-6). Parabol la quy tich
cdc diém M ciing thuéc mot mét phdng, cdch déu
diém F va duong thing ¢6 dinh d thudc mdt
phdng dé: MF = MH.

F goi 1a tiéu diém, d goi 1a duong chudn ciia
parabol. Khoing céch tir diém F t6i dudng thing
d (=p) goi 1a thong so ciia parabol. Phuong trinh
chinh tic cla parabol 12 y* = 2px. Truc Ox la truc
déi xtng cha parabol. Truc Oy la ti€p tuyén tai
dinh O cba parabol. Néu tai méi diém M cua
parabol ta v&€ mot dudng thang MF’//Ox thi ti€p
tuyén Mt 12 phan gidc ngoai, phdp tuyén Mn la
phan gidc trong clia géc FME' va hinh chiéu ciia
tieu diém F trén tiép tuyén Mt 1a di€m I thudc truc
Oy. Bing mot phép bién ddi déng dang ta c6 thé
bién dudng chudn va tieu diém cla parabol nay
thanh dudng chudn va tiéu diém clia parabol kia,
do dé moi parabol déu dong dang v6i nhau.

Tir céc tinh chét cha parabol, khi biét dudng
chuén d va tieu diém F ta dé dang xdc dinh dugc
mot diém M bt ky, tiép tuyén Mt va phap tuyén
Mn cua parabol.
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Hinh 6 -7

ll- HINH CHIEU CUA PUONG CONG

Hinh chi€u cia m¢t dudng cong néi chung ciing 1a mot dudng cong. Dudi day 1a mot
s0 tinh chét cia dudng cong hinh chiéu.

1. Néu dwong cong L va tiép tuyén Mt cita £ c6 hinh chiéu la £ va Mt thi néi chung
M’t’ la tiép tuyén ciia €' tai diém M (hinh 6-8). '

Tuy theo dang cua dudng cong £ va vi trf clia tam chiéu (hoac phuong chiéu) ma hinh
chi€u ¢ clia £ s& c6 hoac khong c6 cac diém dac biét nhu diém udn (hinh 6-8), diém lii logi
mét (hinh 6-9), diém lii logi hai (hinh 6-10) hoic diém kép (hinh 6-11)...

2. Hinh chiéu ciia duong cong dai s6'bdc n ndi chung vdn la duong cong dai sé bdc n.

V%
m’ t
Hinh 6 -8
A
14
M/ t/
Hinh 6 - 10 Hinh 6 — 11
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IV- BIEU DIEN DUONG CONG

Neudi ta thuong biéu dién dudng cong bang hinh chiéu ding va hinh chi€u bang ctia
né. Duéi day 1a mot s6 vi du.

1. Biéu dién dudng tron

Vi du. Cho mat phing (R), diém O € mp(R) (da biét O,). Hay v€ trong mp(R) céc hinh
chi¢u ctia mot dudng tron e c6 tam la diém O va ban kinh bing doan a cho trudc (hinh 6-12).

a
Vir

Vir)

Hinh 6 - 12
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Giai: D€ xéac dinh hinh chiéu bang ctia tam O, ta v& qua O dudng bing b € mp(R) (b,
diqua O)).

D€ vé céc hinh chiéu clia dudng tron e € mp (R) ta gap mp(R) quanh vét bing V',
tai day v& dudng tron tam O,, ban kinh a.

Theo cdc tinh chat ctia phép chiéu vudng gaéc thi:

— Dudng tron e 1a dudong cong bac hai khong c6 diém vo tan nén hinh chi€u cla e 1a
cacelipe, vae,.

— Hinh chiéu cta tam O la tm cua cdc elip e, va ¢, do d6 hinh chi€u clia méi dudng
kinh cua e 1a mot duong kinh cta e, vae,.

— Trong dudng tron e, néu ta 18y hai duong kinh MN 1 PQ va day cung BB//MN thi
BB bi PQ chia thanh hai doan thang bing nhau. Do dé hinh chi€u ctia cap dudng kinh
vuong géc MN, PQ 1a cdc cap duong kinh M|N,, P,Q, va M,N,, P,Q, cé tinh chat 1a méi
day cung song song véi duong kinh nay thi bi duong kinh kia chia doi. Ngudi ta goi cac cap
duong kinh nay cta elip 1a cac cdp duong kinh lién hop.

Néu mot trong hai dudng kinh vuoéng géc clia dudng tron song song v6i mat phang
hinh chi€u thi hinh chi€u cla chiing s€ 12 hai truc cua elip.

Trén hinh chi€u dimg, hai truc cua elip ¢, 1a M,N, va P,Q,. Hai truc dé 1a hinh chiéu
diing ctia hai dudng kinh MN // V’, va PQ L MN. Hinh chi€u bing cia MN, PQ Ia hai
duong kinh lién hop M,N, va P,Q, cua elip e,.

Trén hinh chi€u bang, hai truc A,B, va C,D, theo thit tu 1 hinh chiéu bing clia dudng
kinh AB // V"¢, va dudng kinh CD 1 AB. Hinh chigu diing ctia AB va CD la hai dudng kinh

lién hop cuaelip e, .

Néu biét hai duong kinh lién hop hodc hai truc cia elip ta sé vé duoc elip dé. Gia st
da biét hai duong kinh lién hgp AB va CD cla elip e (hinh 6-13). Néu vé elip bang céc
dung cu Ve ta s€ tim thém bon diém (ngoai bon diém A, B, C, D da biét) nhu sau:
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— V& hai ti€p tuyén cta e tai A va B (12 hai duong thang song song véi CD) va hai ti€p
tuyén ciia e tai C va D (12 hai dudng thang song song v6i AB). Ta c6 hinh binh hanh MNPQ
ngoai ti€p e. V& hai dudng chéo MP va NQ clia hinh binh hanh. :

— Dung tam gidc vuong can NCE c6 canh huyén 1a NC va xéc dinh diém F € NC véi

CF = CE.

— V& qua F dudng thang song song v6i CD va xéc dinh céc giao diém G va H ctia n6
v6i céc dudrg chéo NQ va MP. Sau d6 vé GI//AB v6i 1 € MP va vé HI//ABv6iJ € N Q.

Biét tdm diém A, B, C, D, G, H, I, J va bén ti€p tuyén tai A, B, C, D ta s€ vé duoc elip e.

Viéc dung tam gidc vuong can NCE 12 mot cach dé xéc dinh ty s6 CF _ _CF = L (khi
CN CF2 2

chiéu dudng tron thanh elip ty s6 nay dugc bio toan).
2. Biéu dién dudng xodin 6c¢ tru

Dutong xodn éc tru la quy tich cdc vi tri ciia mot diém M chuyén dong déu trén mot
duwong thang L trong khi £ quay déu quanh mot diuong thing t song song vdi £ (hinh 6-14).

Hinh 6 - 14

Gié sir £ quay dugc mot vong va diém M 16i vi tri M”. Doan thang MM goi 1a budc
ciia dwong xodn éc. Cung MM’ chia dudng xoén 6c goi 1a mot vong xodn. Pudng thing t
g0i 14 truc cia duong xodn éc. Khodng cach r gitta £ va t goi 1a bdn kinh ciia duong xodn oc.

Gi4 st (Q) 1a mat phang qua M va vuong géc v6i t. DE dang thay ring: -
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— Tiép tuyén clia dudng xoan 6c tai moi vi tri cia M

déu hop v6i mp(Q) mot géc khong déi o véi tga =2L;
r

a goi 1a géc ndng ciia duong xodn 6c.
— Do dai clia mot vong xoan 1a AA’ = h? +4nr’r’
Puong xoan oc tru dugc st dung rong rii trong ky

thuat, chang han dé tao ra dudng ren trén cdc truc truyén dong
trong nganh co khi.

Vi du: Biét truc t, budc h va ban kinh r cia mot dudong
xo0an 6c¢ tru. Hay vé hinh chiéu ditng va hinh chi€u bang cua
dudng xodn 6¢ d6 (hinh 6-15).

Giai: Truc t 1a dudng thang chiéu bing nén hinh chiéu
bing cua dudng xoin 6¢ 1a dudng tron tam t,, ban kinh r. Dé
v& hinh chiéu ditng cuia dudng xoédn 6c tru ta chia dudng tron
trén thanh n cung bing nhau va chia budc h thanh n doan
bing nhau (chang han 14y n = 12). Diém tao nén dudng cong
di tx vi ri M(M,, M,) va cit quay quanh t dugc mot cung thi
do cao cla nd lai ting thém mot doan h/n, quay di mot vong
quanh t thi diém dé t6i vi tri M’(M’,, M’,) c6 M’, = M, va
M,M’, = h. Néi hinh chi€u ding cha céc vi tri clia diém M ta
s& dugc hinh chiéu dimg cla dudng xodn oc tru, d6 la mot

duong cong cé dang hinh sin.

My
11,

ANES

6, <

Hink 6 — 15
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§2. BIEU DIEN MAT CONG

l- MOT SO KHAI NIEM CO BAN

1. Pinh nghia mat cong

Mt cong la quy tich cdc vi tri ciia mor dudng (goi la dirong sinh) chuyén dong theo
dudng sinh 1a dudng cong thi né ¢6 thé bién dang hoac khong bién dang trong qua trinh
chuyén dong.

Néu dudng sinh 12 dudng thang thi mat goi 1a mdt ké. Mat ké c6 hai loai: cic mat cb
thé tréi ra trén mot mat phing ma khong bi co din hodc gap nép thi goi la mdr ké khd trién,
céc mat con lai goi 1a mdt ké khong khd trién.

Trong hinh hoc giai tich méi mat cong dugc xac dinh bang mot phuong trinh; néu
1a phuong trinh dai s6 bac n thi mat cong goi 1a mdt dai s6 bdc n.

2. Mat phang ti€p xdc v6i mat cong

Gi st ¢6 mat cong (o) va mot diém M e (o). Trén mat (o) ¢6 nhiéu dudng cong di qua
diém M. Tiép tuyén tai M ctia mdi dudng cong trén Ja mot ti€p tuyén cua mat (o). Néu tat
ca cdc tiép tuyén tai M ctia mat (o) cling thudc mot mat phang (T) thi (T) goi 1a mdt phdng
tiép xiic voi mdt (o) tai diém M (hinh 6-16). N&u dudng cong £ 1a giao tuyén clia mat
phing (Q) v6i mat cong (a) thi ti€p tuyén Mt cua £ la giao tuyén clia mat phéng (Q) véi
mat phang tiép xic (T).

Hinh6-16
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3. Phap tuyén cua mat cong

buong thang Mn 1 mp(T) goi 1a phdp
tuyén tai M ciia mdit cong (o).

4. Cac mat cong ti€p xic

Hai mdt cong (a) va () goi la tiép
xiic voi nhau tai diém M néu M € (a) va (f)
dong thoi hai mdt phdng tiép xiic véi (@) va
(B) tai M trung nhau.

Hai mdt cong (a) va (p) goi la tiép
xuic voi nhau theo duong cong £ néu tai moi

diém M € L hai mdt (o) va (B) déu tiép xiic

vdi nhau. Hinh 6-17 v& mot mat nén tiép
Xuc vOi mot mat cau theo dudng tron £.

Hinh 6 - 17

5. Mat bao ctia mot ho mit cong

Mat cong (a) sé goi la mdt bao (hay hinh bao) ciia ho mdt cong () néu nhit méi madt
cia ho () tiép xiic véi mdt (a) it nhdt tai mot diém va tai méi diém ciia mét (@) cé it nhdt
mot mdt cua ho () tiép xiic véi né.

lIl- BIEU DIEN MAT CONG
D¢ biéu dién mat cong ta phai:
— Bi€u dién céc yéu t6 hinh hoc x4c dinh mat cong.

— V& dudng bao quanh cic hinh chi€u clia mat cong.

— Xéc dinh mién thdy vA mién khuat clia mat cong trén cdc hinh chiéu.

Hinh biéu dién dii ciia mét mdt cong la hinh biéu dién cho phép xdc dinh sy lién
thugc ciia cdc diém, cdc duong thugc mdt cong va si thdy, khudt trén céc hinh chiéu
ciia chiing.

lll- CAC MAT CONG THUGNG GAP TRONG KY THUAT

1. Cac mat ké

a) Cdc mdt ké khd trién

— Mat non. Mdt nén la mdt ké c6 duong sinh di qua mot diém cé dinh S (goi 1a

dinh nén) va tua trén mét duong ¢ goi la duong chudn (hinh 6-18). Néu ¢ 1 duong cong
bic hai thi mat nén goi 14 mat nén bac hai.
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Hinh 6 - 18 Hinh 6 — 19
— Mt tru. Mdt tru la mdt ké ¢é duong sinh la mot duong thing luén song song voi
mot duomg thdng £cd dinh va tua trén mot diong chudn ¢ (hinh 6-19). Néu c la duong bdc
hai thi mdrt tru goi la mdt tru bdc hai.
— Mt c6 canh lii. Mdt c6 canh i la mdt ke c6 duong sinh la duong thing luén tiép
xiic véi mot dwomg cong ghénh ¢ goi la duong canh lui (hinh 6-20).

Hinh 6 — 20

Néu ¢ 13 dudng xoén 8¢ tru thi mat goi 1a mdt élicoit khd trién. Hinh 6-21 trinh bay
céch v& mot s dudng sinh (2-2°, 3-3’, 4-4,... 7-7’) chia mat nay. Nguoi ta da chiing minh
réing, tai moi diém trén dudng xoén 6c¢ try, ti€p tuyén ludn hop voi mat phang chia ddy tru

mot géc khong doi a voi tga ZE—R (h 12 budc xodn, R 12 ban kinh ddy ciua mat tru).
s

Do dé, vét bing cia cic tiép tuyén cta dudng xoin 6¢ tru tao nén dudng than khai cla
dudng tron ddy tru (dudng than khai ciia dudng tron la quy tich céc vi tri cta mot diém
thuoc mot duong thang lan khong truot trén mot dudng tron).
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Hinh 6 — 21
b) Cdac mdt ké khong khd trién i
— Madt hypebolloit mot tang
Mar hypebolloit mét ting la mdt tgo thanh bdi mot L0
duong thang chuyén dong ta trén ba duong thang (ba duong e 1
chudn) doi mét chéo nhau nhing khéng cing song song véi 5

mét mdt phang. Hypebollloit mot tang 12 mat bac hai va ta cé
the tao ra mat nay bang mot cdch khac la cho mot elip bién “
dang chuyén dong sao cho mat phing chia elip luén song song ‘

v6i mat phang (xOy), con céc ddu muit cta hai truc elip chay
trén hai hypebol nim trong cdc mat phing (xOz) va (yOz)

Hinh 6 — 22
(hinh 6-22).
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— Mt paraboloit hypebolic

M paraboloit hypebolic la mdt tgo thanh bdi mot duong thdng chuyén dong tua trén
hai duong thdng chéo nhau (hai duong chudn) va song song voi mot mdt phdng (goi la mdt
phdng chudn hodic mdt phdng dinh hudng song song).

Hinh (6-23) trinh bay c4ch v& mot s6 dudng sinh ctia mat paraboloit hypebolic c6 hai
dudng chudn 12 AB, CD va mat phéng chuén la mat phéng chiéu bing (R). Ta ciing c6 thé
14y hai dudng chudn 1a AC, BD va mat phing chudn 12 mat phing chiéu bang (Q) dé tao ra
mit ndy. Diéu nay cho thay: qua mdi diém cila mdt c6 hai duong sinh va mdt nay cé hai ho
duong sinh.

Vi

Hinh 6 — 23

Mat paraboloit hypebolic ciing 1a mat bac hai va ta c6 thé tao ra mat ndy bang cach cho
parabol AOB di chuyén song song véi mat phéng (xOz), truc cha parabol song song véi Oz
con dinh chia parabol chay trén parabol COD nam trong mét phang (yGz) (hinh 6-24).
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Hinh 6 — 24

— Mt conoit

Mdit condit la mdt tao thanh bdi mét dudng thang chuyén dong (goi la diong sinh)
Iuén song song véi mot mdt phdng (goi la mdt chudn) va cdt hai diong khong cing thugc
mot mdt phang (goi la duong chudn), trong dé mot duong la dwong thdng, con duong kia la
duong cong (phdng hodc ghénh).

Hinh (6-25) v€ m6t mai nha mat conoit. t,

Hinh 6 - 25

Néu mat conoit ¢6 hai dudng chuan la

truc cuia mat tru va dudng xoén oc tru, déng
thoi ¢6 mat phang chuin vuéng géc véi truc
thi goi 1a mdr élicéit thdng.

Hinh 6-26 v€ hai hinh chi€u ciia mot
phdn mat élicoit thang gi6i han boi £

hai dudng xodn 6c tru cé cing budc xoin.
Hinh 6-27 v&€ mot doan ren ¢ hai mit la

mat élicoit thang.

Hinh 6 — 26
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Hinh 6 — 27
— Mait élicéit xién

Mdit élicéit xién la mdt tao thanh bdi mot

duong thdng chuyén déng wa trén mot duong
xodn éc tru va cdt truc duong xodn éc dudi mot

gbc khong doi o # 90°. Néu ta v& mot mat nén c6

truc 12 truc cla tru va cé dudng sinh hop véi
truc géc o thi méi duong sinh cliia mat €licoit
xién song song véi mot dudng sinh clia mat nén
(nén dinh huéng song song). Ap dung tinh chat
nay, ta dé dang vé& dugc cdc hinh chi€u ctia céc
dudng sinh cua mat élicoit xién (hinh 6-28).
Hinh 6-29 v& mot doan ren c¢6 hai mat 1a mat
élicoit xién. |

— Madt xilanhdréit

Mt xilanhdréit la mdt tao thanh bdi mét
duong thing chuyén dong luén song song vai mot
mdt phdng (goi 1a mdt chudn) va twa trén hai
dwong chudn la hai duong cong khéng cung thudc
mot mdt phdng.

Hinh 6-30 vé mot phdn mdi nha mat xilanhdroit.

Hinh 6 — 29
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Hinh 6 - 30

2. Mat xyclic

Mat xyclic la mdt tao thanh bdi mor duong tron (bdn kinh khéng ddi hodc thay déi)
c6 tam di chuyén trén mét duong cong (goi 1a duong tam). Néu dudng tron cé ban kinh
khong déi va cic mat phang chita dudng tron luon vuong géc véi duong tam thi mat xyclic
goi 12 mdt 6ng. Mat 6ng c6 dudng tam la dudng xoin 6¢ tru goi 13 mdt 6ng xodn oc.

3. Mat tron xoay
a) Cdc khdi niém co bdn
Madt tron xoay la mdt tao thanh bdi
mot duong (goi la duong sinh) quay quanh
mot diong thang (goi la truc) (hinh 6-31).
Khi quay, méi diém thuoc dudng sinh tao Vituyén |

nén mot dudng tron goi 1a i fuyén. Cic vi Kinh tuyén

N

|/

tuyén c6 thé bang nhau hoac khong bing
nhau. Mi mat phéng qua truc s& cat mat
tron xoay theo mot dudng goi 1a kinh tuyéhn.
Céc kinh tuyén déu bang nhau.

b) Cdac mdt tron xoay bdc hai

—Madt non tron xoay 7 Hinh 6 — 31

Mdt nén tron xoay la mdt tron xoay cé dudong sinh la mot duong thdng cdt truc
(tai mot diém goi la dinh nén) va hgp véi truc mot gée o # 90° (hinh 6-32). Trong hinh hoc
hoa hinh, ngoai mat nén tron xoay ta con gap hinh nén tron xoay. Hinh 6-33 biéu dién mot
hinh nén trén xoay c6 ddy 1a mét hinh trdn ndm trén mat phing hinh chi€u bing. Phin mait
nén chita dinh va dudng bao ctia ddy goi la mdr bén ciia hinh nén. Trén hinh chiéu bing chi
¢6 céc diém thudc mat bén chia hinh nén 14 nhiing diém dugc nhin thay. Trén hinh chiéu
diing chi ¢6 céc diém thuc nita ngoai clia mat bén (phén chita nira dudng tron AQB) duoc
nhin thdy. Néu bi€t hinh chiéu diing ciia cdc di€m thugc hinh nén (vi dy, bigt I, = J,), ta c6
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thé tim hinh chiéu bing clia chiing bing cich gin chiing vao cic dudng tron song song véi
ddy hodc gén chiing vao cdc dudng sinh cia hinh nén. Bi€t hinh chi€u bing clia cdc diém
thuoc hinh nén (vi du biét K, = L,) ta c6 thé tim dugc hinh chi€u ding ctia ching theo céc
céch tuong tu nhu trén. |

Hinh 6 - 32

Hinh 6-34 biéu dién mot hinh
nén xién va chi ra hai cach x4c dinh
hinh chiéu bing clia hai diém I, J
thuoc mat bén ctia hinh nén (di biét
I=1]).

— Mat tru tron xoay

Madt tru tron xoay la mdt tron
xoay c6 duong sinh la m¢t duong

thdng song song véi truc. Tt mit tru
tron xoay ta cé thé tao hinh tru tron
xoay c6 ddy la hai hinh tron thudc hai
mit phéng vuong géc véi truc (hinh
6-35) va tir mot mat tru xién ta cé thé
tao ra hinh tru xién (hinh 6-36). Cich
xdc dinh cdc diém thudc hinh tru va
xét thdy, khudt cha ching tuong ty
nhu hinh nén.

Hinh 6 — 34

120



.
g

Hinh 6 — 35 Hinh 6 — 36

~Madt cdu

Mdt cdu la mdt tron xoay cé duong sinh la mot duong tron cé tam ndm trén truc.
Ngudi ta biéu dién mat cau tam O, ban kinh R bang hinh chi€u ctia tam c4u va dudng bao

quanh céc hinh chiéu ctia n6 (hinh 6-37 va hinh 6-38).

Hinh 6 — 38
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Gia st (k) va (v) 1 hai dudng tron 16n ciia mat cau: dudng tron (k) nim trong mat
phing mat qua tam O, dudng tron (V) ndm trong mat phéng bang qua O.

Hinh chiéu ding cta (k) 1a duong tron (k,) tam O,, ban kinh R va 1a dudng bao quanh
hinh chi€u ding cua mit cdu. Hinh chiéu bang cua (k) la doan thang c6 do dai bang 2R,
song song voi truc x, véi O, 1a trung diém.

Hinh chiéu bang cha (v) 1a dudng tron (v,) tam O,, ban kinh R va 1a dudng bao quanh
hinh chiéu bing ctia mat cdu. Hinh chi€u dimg cta (v) 1a mot dudng kinh song song v6i
truc x ctia duong tron (k).

Khi xét thdy, khuat ctia mat cdu cdn chd ¥ 1: trén hinh chi€u bang, chi c6 céc diém
nim & phia trén clia dudng tron (v) (c6 do cao 16n hon hodc bing (v)) méi dugc nhin thay;
trén hinh chiéu ding, chi ¢ céc diém nidm ngoai dudng tron k (c6 do xa 16n hon hoac bing
(k)) méi duoc nhin thay.

Dé xéc dinh cac hinh chiéu ctia nhitng diém thuoc mat cdu ta c6 thé gan ching vao
céc dudng tron song song véi dudng tron (v) (nhu trén hinh 3.38) hoac gan ching vao céc
dudng tron song song véi dudng tron (k).

— Mat elipxoit tron xoay la mdt tron xoay cé duong sinh la mot elip c6 mot truc
tring vdi truc quay (néu truc nay la tryc ngin thi mat dugc goi 1a elipxoit det.

— Mat paraboloit tron xoay la mdt tron xoay cé duong sinh la mot parabol cé truc
tritng voi truc quay.

— Mat hypeboloit hai ting tron xoay
la mdt tron xoay c¢é dudng sinh la mot hypebol ¢6
hai tiéu diém nam trén truc.

— Mat hypeboloit m¢t tang tron xoay
la mdt tron xoay cé duong sinh la mot hypebol
quay quanh truc tiéu do ctia né (tryc tiéu do cua
hypebol 12 dudng thang di qua tim va vuong géc
v6i dudng thing néi hai tieu diém F, F' clia n6).
Mat hypeboloit mot ting tron xoay ciing la mat
tron xoay c6 dudng sinh va truc 13 hai duong
thang chéo nhau.

¢) Cdc mdt tron xoay bdt ky

Trong s6 cdc mat tron xoay khong phai la
‘mat bac hai, ngudi ta thudng chd ¥ t6i mat xuyén.

Mait xuyén 13 mat tron xoay c6é dudng sinh
13 mot dudng trdn nam trong mat phang chia truc
nhung tim clia né khong nidm trén truc; néu
duong sinh 12 dudng tron khong co diém chung Hinh 6 - 39
v4i truc thi goi 1a xuyén md (hinh 6-39); néu
dudong sinh 1a dudng tron ti€p xiic hodc cét truc
thi goi 1 xuyén déng (hinh 640 va hinh 6-41).
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Hinh 6 - 40 Hinh 6 — 41

Hinh 6-39 biéu dién mot mat xuyén mé c6 truc 1a dudng thing chiéu bing. Biét hinh
chi€u diing cia mot di€ém thuoc mat xuyén ta cé thé tim hinh chiéu bing ctia né bing cach
gan diém vao mot vi tuyén. Mat xuyén 1a mat bac bén nén c6 t6i bén diém I, J, K, L thuodc

mat xuyén c6 hinh chi€u ding triing nhau, chiing nim trén hai dudng tron do hai diém A, B
thuoc dudng sinh tao ra, hinh chi€u bang clia bon diém déu thay; trén hinh chigu ding chi
c6 I, thay, conJ,, K|, L, khuat.
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BAI TAP CHUONG 6

1. Cho mit phéng (Q) va hinh chiéu bang clia elip e (12 mét dudng tron) thuoéc mp(Q). Hay
xac dinh hai truc cGia e va vé hinh chiéu diing cla e (hinh 6-42).

d
Vo

Hinh 6 — 42

2. Cho mat phéng (Q) va hinh chiéu dimg clia diém O e mp(Q). Hay vé cac hinh chiéu clia
dudng tron ¢ € mp(Q) cb tam 1a O va ban kinh bang doan thdng R cho trudc (tu chon R hop 1y)
trong cac trudng hop sau: ‘

— (Q) la mat phéng chiéu canh xac dinh bang hai vét (hinh 6-43).

d
Vi

[

V( Q

Hinh 6 - 43
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- (Q) Ia mat phéng bat ky xac dinh béng hai duong thing song song a, b (hinh 6 — 44).

b4
a4 b1
ajq oF
o
X X
b
a 2
z/b/ |
a;
Hinh 6 — 44 Hinh 6 — 45

3. Cho mét phang Q(a, b) va hinh chiéu bang e, clia elip e € mp(Q) (e, 13 mot dudng tron).
Hay xac dinh hai dudng kinh lién hgp va vé hinh chiéu ding cla e (hinh 6 — 45).

4. Cho dudng thang i, diém A va hinh chiéu ding B, clia diém B. Biét rang i la dudng mat va
A, B 13 hai diém cach déu dudng th&ng i. Hay tim hinh chigu bang B, clia diém B (hinh 6 — 46).

Hinh 6 — 46 Hinh 6 - 47

5. Cho hai diém O, A va hinh chiéu bing ciia diém B. Hay tim hinh chidu ding cla B, biét
rang A va B Ia hai diém cach déu diém O (hinh 6 — 47)




6. Bist hinh chigu diing cGa diém A va hinh chigu béng clia diém B thudc mét hinh tru xién
(hinh 6 — 48), mét hinh nén xién (hinh 6 — 49), mét mat cau (hinh 6 — 50) va mét méat xuyén
(hinh 6 — 51). Hay vé hinh chiéu thir hai ctia A, B.

Hinh 6 — 48 Hinh 6 — 49

Hinh 6 — 50 Hinh 6 - 51
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7. Cho hinh chiéu ding M, clia diém M thudc mat paraboloit hypebolic xac dinh bang hai
dudng chudn AB, CD va mét phang chuén (R). Hay tim hinh chigu bing ctia M (hinh 6 — 52).

(Ri)
B,
Ay
M,
Cy D,
A;
C,
B,
D,
Hinh 6 - 52
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Chuong 7
MAT PHANG TIEP XUC VOI MAT CONG

I- CAC KHAI NIEM CO BAN

Trong hinh hoc hoa hinh c¢6 nhiéu vdn d€ dan t6i bai todn dung mat phéng ti€p xic
v6i mot mat cong, vi du:

— V& tiép tuyén tai mot diém thudc giao ciia hai mat cong.

— V& dudng bao quanh hinh chiéu cua céc mat.

— V& bong.

— Giai cdc bai toan dung hinh,...

D& v& mat phing tiép xiic v6i mit cong (o) tai mot di€m M € (av) ta can chid ¥ cac
tinh chdt cua mat (o):

— Néu (a) la mdt cdu thi mdt phdng tiép xiic voi né la mdt phdng qua M va vudng géc
véi bdn kinh OM (O 1a tam clia mat cau).

— Néu (a) la mdt ké thi mdt phdng tiép xiic c6 chung vdi mdt ké dé 1di cd cdc duong
sinh di qua tiép diém M.

— Néu (a) la mdit ké khd trién thi mdt phdng tiép xiic s€ tiép xiic voi (a) doc theo mot
duong sinh di qua M.

i- MOT SO Vi Dy

Vi du I: Cho mat cdu tam O va hinh chiéu
dimg ctia mot diém M thuoc mat cdu (M, khuat).
Hay v& mat phing tiép xdc v6i mat cdu tai di€ém M
(hinh 7-1).

Giai: Gin diém M vao mot dudng tron thudc
mat cdu va nim trong mat phing bang (song song
v6i dudng tron @), ta s& tim dugc hinh chiéu bang
M, cia diém M. |

Mait phing tiép xtic v6i mat cau tai M la mat

phing vuong géc véi ban kinh OM nén ta xédc dinh
n6 bing dudng bing b va dudng mat m vuong goc
véi OM (b, L O,M, vam, L OM)).

Hinh7-1
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Vidu 2: Cho mat nén cé dinh 13 S,
duong chuén 1a dudng tron ¢ ndm trén
mat phang hinh chiéu bing va hinh
chi€u diing clia mot diém M thuoc mat
non (M, khuat). Dung mat phang tiép
xuc v6i mat nén tai diém M (hinh 7-2).

Gidi: Goi N la giao diém cla
dudng sinh SM véi dudng chudn c,
ta lan luwot xdc dinh N, > N, -
M, € S§,N,.

Mat phéng tiép xiic v6i mat nén
tai M va tai N tring nhau, do d6 ta c6
thé xic dinh mat phing ndy bing
duong sinh SN va ti€p tuyén Nt cla
duong chuan c.

Vi du 3: Cho mot mat tru cé
duong chuén la dudng tron ¢ ndm trén
mat phang hinh chiéu bing vd mot
dudng thang m bat ky. Hay dung mat
phing ti€p xic véi mat tru va song
song v6i dudng thiang m (hinh 7-3).

Giai: Cic mat phéng tiép xiic véi
mat tru phai chtta mot dudng sinh cla
tru va cé vét bang 1a mot tiép tuyén cla
dudng chudn c. Dé xdc dinh phuong
clia cdc ti€p tuyén trén, ta 14y mot diém
I bat ky, dung mot mat phang (Q) qua
I, song song véi m va dudng sinh cla
tru réi xdc dinh vét bing AB cla
mp(Q). Bai todn luén c6 hai nghiém,
dé la:

— Mat phéng chta tiép tuyén
Mt (// AB) va duodng sinh di qua M.

— Mat phing chia tiép tuyén
Nt' (// AB) va dudng sinh di qua N.

9-HHHH-TAP 1°

Hinh7-2

Hinh7-3
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Vi du 4: Cho dudng thing m va gbc o.
Hay dung mat phdng qua m va hop véi mat
phéng hinh chi€u bing mot géc o (hinh 7-4).

Giai: Lay mot diém S € m. Dung mot
mat nén tron xoay dinh S va c6é céc duodng
sinh hop v6i mat phang hinh chiéu bang géc o.

Céc mat phang can dung 1a nhiing mat qua m va
tiép xiic v6i mat nén (mdi mat phang chita mot
tiép tuyén di qua vét bang A ciia dudng thang m
va mot dudng sinh cia mat nén), d6 1a mat
phing (SAI) va mat phang (SAJ).

Goi B 11 géc nghiéng clia dudng thing m
v6i mat phang hinh chi€u bang. Tuy thudc
B < a, B = o hay p > a ma bai todn s€ c6 hai,
mot hay vo nghiém (trén hinh 7-4, B < ).

Vi du 5: Cho dudng thing a, diém O
khong thuoc a va mot doan thang R. Hay Hinh 7 -4
dung mat phang qua a va c6 khoang céch t6i
O bing R (hinh 7-5 va hinh 7-6).
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Giai: Mat phang c4n dung 12 mat phing qua a vA ti€p xdc véi mat ciu tam O,-bén
kinh R. Ta dung mat phang nay nhu sau:

— Dung mat phang (Q) qua O va vudng géc véi a. Mt phiang (Q) x4c dinh bing hai
dudng thing qua O va vuong g6c vdi a la dudng bang b (b, L a,) va dudng mat m (m, L a)).

— Tim giao diém H = a N mp(Q) (diing mat phéng phu tro chiéu bing R). Goi ¢ la

giao tuyén clia mp(Q) véi mat cau.

~ D¢ Ve céc ti€p tuyeén HM va HN ciia ¢, ta quay mp(Q) quanh dudng bang b t6i vi tri
mat phang bang, khi d6 H t6i H’, dudng tron ¢ trung véi duong tron @ (c,” = @,); V& céac
ti€p tdyén H'M’ va H’N’ clia dudng tron ¢’ sau dé dua céc tiép diém M’, N’ vé vj tri M, N
trude khi quay.

R6 rang 1A OM L HM va a nén OM L mp(a, M), con ON L HN vi a nén ON L mp(a, N).
Do d6 mp(a, M) va mp(a, N) 1a cdc mat phing cin dung. Tuy thuoc OH > R, OH = R hay
OH <R ma bai todn s& c6 hai, c6 mot hay vo nghiém.
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BAI TAP CHUONG 7

1. Cho mét nén dinh S, dudng chusn e va diém A. Hay dung mat phéng di qua diém A va
tiép xuc v&i mat nén (hinh 7-7).
2. Dung mat phang song song véi dudng thang m va ti&p xGc véi méat tru (hinh 7-8).

Sy

my,

Hinh7-7 Hinh7-8

3. Cho didm O va vét bang ctia mat phing (R). Hay vé vét ding cla mp(R) biét rang,
khoang cach tir diém O dén mp(R) bang doan thang d cho truéc (hinh 7-9).

4. Hay tim trén giao tuyén cla mét phéng (R) va mat nén cac didm c6 d6 cao I16n nhat va
nhé nhat, cac diém cb 36 xa 16n nhat va nhé nhét (hinh 7-10).

d
—

l

2

7
b
Vir)
Hinh7-9 Hinh 7-10
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Chuong 38
GIAO CUA MAT PHANG VA DUGNG THANG VGI MAT CONG

§1. GIAO TUYEN CUA MAT PHANG VOI MAT CONG

I- CACH XAC PINH GIAO TUYEN

Giao tuyén ctia mot mat phdng v6i mot mat cong thudng 13 mot dudng cong phéang.
Néu mat cong 1a mat dai s6 bac n thi giao tuyén 1a dudng cong dai s6 bac n. Néu mit cong
1a mat ké thi giao tuyén c6 thé 1a cdc dudng thing (d6 1a cdc dudng sinh clia mat cong)
hoac 1a mot duong cong.

Dé vE giao tuyén e clia mot mat phang (R) véi
mot mat cong (o) ngudi ta lam nhu sau:

1. Xdc dinh dang ciia giao tuyén e va tim
cdc yéu 16 xdc dinh e. Vi du, e 1a mot elip thi ta
tim hai truc hoac hai duong kinh lién hop cua né.

2. Xdc dinh cdc diém ddc biét ciia giao
tuyén e nhw: nhiimg diém giéi han phéan thay va
phdn khuat trén cdc hinh chifu; diém cao nhat;
diém thap nhat,...

beé tim cdc diém thuoc giao tuyén e ngudi ta

thuong 1am nhu sau (hinh 8-1): Hinh 8 — 1

— Cit (o) bang mot mat phéng phu tro (T).

£,
%

— Tim giao tuyén g =mp(T) N (o) v giao tuyén m = mp(T) N mp(R). a
— Tim céc giao diém A,B=m N g. Ta s& c6 cic diém A, B € e.
Tiéu chudn dé chon mdt phding phu tro (T) la:

— Giao tuyén g = mp (T) N (o) d& v&, chéng han g 13 c4c dudng thing, 13 dudng tron
hodc la elip c6 hinh chi€u 1a dudng tron...

— Céc giao diém cia hai giao tuyén phu m va g c6 thé x4c dinh chinh xdic.
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Khi mit phéng cit (R) 1a mat phing chi€u thi mot hinh chi€u clia giao tuyén e suy
bién thanh mot doan thing; dé tim hinh chiéu thi hai ta gan cc di€m can tim ctia e vao cic

dudng dac biét clia mat cong (o) — d6 1a bai todn lién thuge cua diém va mit cong.

Il- CAC Vi DU
1. Giao tuyén ctia mat phing v6i mat nén
Giao clia mit phing véi mdt nén cé duong chudn la dudng tron c6 céc dang sau:

— Giao 1 hai dudng thing néu mat cit qua dinh va cit dudng chuén (hinh 8-2).

Hinh 8 - 2 Hinh 8- 3

— Giao 12 mot dudng thing néu mat phang ti€p xdc v6i mat nén.

— Giao 12 mot elip néu mit cit khong qua dinh va cat tit ca cic dudng sinh clia mat
nén (hinh 8-3).

— Giao 12 mot parabol néu mit cit song song v6i mot dudng sinh clia mét non
(hinh 8—4).

— Giao 13 mot hypebol néu mit cat song song v6i hai dudng sinh ciia mat nén (hinh 8-5).

Hinh 8- 4
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Khi mat cat (R) khéng di qua dinh nén, dé x4c dinh dang ctia giao tuyén ta dung mot mat
phéng (Q) qua dinh nén va song song véi mp(R); néu mp(Q) tiép xiic véi mat nén doc theo
dudng sinh SM thi giao tuyén 12 mot parabol ¢6 truc song song v6i SM; néu mp(Q) cat mit nén
theo hai duong sinh SM, SN thi giao tuyén la mét hypebol ¢6 hai tiém can 1an luot song song
v6i SM va SN; néu mp(Q) chi ¢6 chung véi nén mot diém S thi giao tuyén 12 mot elip.

Vi du 1: Cho hinh nén tron xoay va
vét diing ctia mat phang (R). Biét ring giao v,
tuyén cia mp(R) vdi hinh nén 12 mot tam
gidc can. Hay vé vét bang cia mp(R), v& giao
tuy€n va tim hinh g6c cba né (hinh 8-6).

Giai. Vi giao tuyén cha mp(R) véi
hinh nén 1a mot tam giac can nén mp(R)
phai di qua dinh nén. Vi ddy hinh nén nim
trén mat phang hinh chi€u bing nén giao
tuyén ctia vét bang clia mp(R) véi ddy nén
la canh ddy cla tam gidc cén, hai canh bén
cua tam gidc 1a giao tuyén clia mp(R) véi
mit bén cla hinh nén. Ta tim vét-bang V',

* bang cach v& dudng bang Sbemp(R) réi vé
V®g//b,. Giao tuyén AB ctia V', véi ddy
noén la canh day, con hai duong sinh SA,SB
la céc canh bén cua giao tuyén. Hinh géc
cha tam gidc SAB la tam gidc S,A,B, véi
SeA, = §;B, = S;M, (SM 1a dudng sinh ndm
¢ vi tri dudng mat).

Hinh 8- 6

Vi du 2: Tim giao tuyén cla mat phang chiéu ding (R) v6i hinh nén (hinh 8-7,
hinh 8-8, va hinh 8-9).

Giai. Vi (R) la mat phang chi€u ding nén ta dé dang biét dugc dang va hinh chiéu
ding cia giao tuyén. Dé tim hinh chiéu biang cia cic diém thudc giao tuyén, ta gén cic
diém d6 vao céc dudng tron vi tuyén (nhu s& 1am dusi day) hoac gan chiing vio cac dudng
sinh cia mat nén.

— Trén hinh 8-7, mp(R) cét tat ca cdc dudng sinh clia mat nén nén giao tuyén 1a mot
elip. Mt phang mat (o) di qua truc ctia hinh nén s& vuong géc mat phing chiu dimg (R),
do d6 n6 1a mat phang déi xing chung clia mp(R) va mat nén, vi vay né ciing 1 mat phing
doi xing cha giao tuyén. Giao tuyén cia mat phang (o) véi mat nén l1a cic duong sinh SM,
SN; giao tuyén m = mp(a) N mp(R) 12 mot dudng mat; cac giao diém A = SM N m,
B = SN 1 m 1a hai ddu cta truc dai cla elip giao tuyén. Truc ngin CD cla elip 1a dudng
théng chi€u ding c6 hinh chi€u ding C, = D, 12 trung diém ctia doan thing A,B,. D& tim C,
va D, ta gan C, D vao mot dudng tron vi tuyén clia mat nén.
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d
51 ViR = my

Hinh8-7

— Trén hinh 8-8 mit phing (R)
song song vG6i dudong sinh SM nén
giao tuyén cua (R) v4i mat nén la mot
parabol cé truc song song véi SM.
Pinh cha parabol (ciing 13 diém
cao nhat clia giao tuyén) 1a giao diém
A = SN N mp(R). Véi mébi dudong tron
Vi tuyén clia mat nén ta cé thé tim
dugc hinh chi€u bing cla hai diém
d6i xting v6i nhau qua truc cta parabol

‘(viduBvaC,DvaE, FvaQG).

— Trén hinh 8-9 mit phang (R)
song song vo&i hai duong sinh
SM va SN nén giao tuyén cta mp(R)
v6i mat nén 1a mot hypebol. Hai
dinh cha hypebol 1a cdc giao diém
G = SA N mp(R) va H = SB N mp(R).
Tam clia hypebol 1a trung diém O clha
doan thing GH. Tiém cin clia hypebol
12 hai duong thang u, v qua O song
song v6i SM va SN.
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Vi du 3. V& giao tuyén ciia mat phang (R) véi hinh nén tron xoay cé ddy nim trong
mat phéng hinh chiéu bang (hinh 8-10).

Hinh 8 - 10

Gidi: (R) 1a mat phang bat ky nén ta thay mat phang hinh chiéu ding dé (R) tr&
thanh mat phing chi€u diing va giai bai toan nhu trén (hinh 8-7). Hai truc AB va CD cla
elip ¢6 hinh chi¢u bang 12 hai tryc cta elip hinh chi€u bing (vi truc CD nidm trén mot
duong bang) va c6 hinh chiéu ding la hai dudng kinh lién hop ca elip hinh chi€u ding.
Duong thang AB_LVb(R) nén né 1a dudng thing thuoc mp(R) va cé géc nghiéng 16n nhat so
v6i mat phang hinh chi€u bing (ngudi ta goi né 1a duong déc nhdt ciia mp(R) véi mgit
phdng hinh chiéu bing). Do d6 A 1a diém thdp nhat, B 1a diém cao nhét clia giao tuyén. Céc
dudng sinh SM, SN la gi6i han phan thdy va phdn khust ctia hinh nén trén hinh chiéu ding
do d6 céc giao diém E = SM N mp(R) va F = SN N mp(R) 12 hai diém gi6i han phan thdy va
phan khuat cta elip 12 hinh chi€u diing ctia giao tuyén.

Ta ciing c6 thé gidi bai todn trén bang cdch ding cdc mit phing phu tro chi€u bing
dé tim giao diém A, B, E, F ciia cdc dudng sinh SI, SJ, SN, SM vé6i mp(R) va mat phéng phu
tro 1a mat phang béng di qua trung diém ctia doan thing A, B dé tim céc diém C va D.
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2. Giao tuyén clia mat phang véi mat tru

Giao tuyén cua mot mat phang v6i mét mdt tru ¢é duong chudn la duong tron c6 cac
dang sau:

_ Giao la mot dudng thing néu mat phang tiép xdc v6i mét tru (mp(Q) trén hinh 8-11).

— Giao 12 hai duong thdng néu mat phang cit dudng chuén tai hai di€m va song song
v6i duong sinh cta try (mp(R) trén hinh 8-11).

— Giao 12 mot elip hoac mot dudng tron néu mat cat khong song song v6i dudng sinh
ctua mat tru (hinh 8-12).

Hinh 8 - 11 Hinh 8- 12
Vi du 1. Tim giao tuyén clia mat phing (R) véi hinh try tron xoay ¢6 day nam trén
mit phang hinh chiéu biang va hinh géc clia giao tuyén (hinh 8-13).

d
Vir

Hinh'8= 13
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- Gidi: Tryc cla tru 12 dudng thing chi€u bang con mat cit (R) 1a mat phang bat ky
nén mp(R) khong song song véi truc, do dé giao tuyén 1a mot elip (goi 13 e). Hinh chiéu
bang clia e tring v6i dudng bao quanh hinh chi€u béng cha tru — dé la mot dudng tron.

Elip e ¢6 tam la diém I ndm trén truc, c6 truc CD nam trén dudng bing b, truc AB L Vir,

nam trén dudng d6c nhét cha mp(R) véi mat phing hinh chiéu bing, do dé A la diém thap
nhat, B 1a diém cao nhat ctia e (so v6i mat phing hinh chiéu bang). Hai diém E, F nam trén

dudng méat m € mp(R) xdc dinh cac phan thay va khuat ctia elip 12 hinh chiéu ding cta e.

Dé tim hinh géc cla giao tuyén, ta gap mat phing (R) quanh vét bing Vir,-

Vi du 2. Tim giao tuyén clia mat phang chi€u ding (R) véi hinh tru xién c6 ddy dudi
12 mot hinh tron nam trén mat phang hinh chiéu bang (hinh 8—14).

Hinh 8- 14

Giai: (R) 1a mat phéng khong song song véi dudng sinh cta tru nén (R) cét tru theo
giao tuyé&n I1a mot elip (ta goi 12 e). Hinh chiéu diing cha e 1a doan thang A’,B’,. Ta c6 thé
coi elip e 1a hinh chi€u song song ciia dudng tron day clia hinh tru, do dé hinh chiéu ciia hai
duong kinh ABLCD ctia dudng tron 13 hai duong kinh lien hop A’B’ va C’'D’ ciia e. Céc
diem A’, B, C’, D’ 1a giao diém cla céc duong sinh qua A, B, C, D v6i mat phz"ing (R) ma
ta dé dang tim dugc hinh chi€u ding, tir d6 suy ra hinh chiéu bang cia ching. Cic giao
diém E’, F’ clia hai dudng sinh nim trén dudne hao quanh hinh chi€u bang cta hinh tru véi
mp(R) la nhitng diém giGi han phan thay va phdn khuit chia elip 1a hinh chiéu bing cla e.




* Vi du 3. Tim giao tuyén clia mat phang (R) v6i mat try c6 duong chuén 12 moét dudng
tron nim trén mat phang hinh chiéu bang (hinh 8-15).

Hinh 8 - 15

Giai: Ta coi giao tuyén e clia mat phang (R) v6i mat tru 1a hinh chiéu song song clia
duong tron chuéan 1én mp(R) theo phuong chiéu song song véi dudng sinh clia mat tru. Do
d6 hai dudng kinh lien hop A’B’ va C’D’ 1a hinh chi€u clia hai dudng kinh AB L CD cua
dudng tron chuén; céc diem A’, B’, C’, D’ 1a giao diém clia cac dudng sinh qua A, B, C, D
v6i mp(R). Ta 14y A, B ndm trén dudng bao quanh hinh chiéu bing clia mat tru dé A’, B’ la
cdc diém gi6i han phan thdy va phin khuat cta elip la hinh chi€u bing cla e. Duong kinh
EF//x x4c dinh hai dudng sinh qua E va F 12 gii han phén thdy va phan khudt ctia mit try
trén hinh chiéu ding, do d6 cic giao diém E’, F’ clia hai dudng sinh nay véi mp(R) 1a cic
diém gi6i han phén thdy va phdn khuat clia elip 13 hinh chiéu diing cta e.

Pé tim céc giao diém A’, B’, C’, D’, E’, F’ ta c6 thé ding cdc mat phang phu trg
chiéu bang. Vi du, dé tim giao diém A’ ciia dudng sinh a qua diém A, ta ding mp(Q): tim
giao tuyén IJ = mp(Q) N mp(R), sau d6 tim giao diém A’ = a N IJ. D€ don gian céch vé can
chd ¥ 1a cdc mat phang phu trg song song véi nhau nén cic giao tuyén cuia chiing v6i mp(R)
ciing song song vdi nhau.



3. Giao tuyén cua mat phing v6i mat paraboloit hypebolic

Giao tuyén clia mat phang v6i mat paraboloit hypebolic c6 cic dang sau:

— Giao tuyén 12 hai dudng sinh néu mat cit 1a mat phing ti€p xtic véi mat paraboloit
hypebolic.

— Giao tuyén 1a mot parabol néu mat cat di qua hay song song vdi truc clia paraboloit
hypebolic.

— Giao tuyén 1a mot hypebol néu mat cat khong song song véi truc clia mét paraboloit
hypebolic.

De xéc dinh cdc diém cia giao tuyén ta tim giao diém clia cdc dudng sinh véi mat cit.

Vi du 1. Tim giao tuyén ctia mat phéng chi€u bing (R) v6i mat paraboloit hypebolic
¢6 hai dudng chuan la AB, CD va mat phang chuin (K) (hinh 8-16).

Hinh 8- 16

Giai. Mat phang (R) song song véi truc ctia paraboloit hypebolic nén giao tuyén 1a
mot parabol. D€ vE parabol, ngoai hai diém B, C ta tim thém cic diém E, F, G, H, I lan luot
- 1a giao di€m clia céc dudng sinh 5-5°, 44, 3-3°, 2-2°, 1-1” v6i mp(R).
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Vi du 2. Tim giao tuyén clia cdc mat phang (Q) va (R) véi mat paraboloit hypebolic
(hinh 8-17).

Hinh 8 - 17

Giai:

— Mat phéng (Q) tiép xic véi mat paraboloit hypebolic tai diém O nén giao tuyén la
hai dudng sinh 44’ va 4—4° di qua O.

— Mat phing (R) song song véi mat phéng (Q) nén mp(R) cat mat paraboloit
hypebolic theo giao tuy&n 1a mot hypebol ¢6 tiém can song song v6i hai dudng sinh 4-4’ va
4—4°(hinh chiéu bing cta hai tiém can tring v6i hinh chi€u bang clia hai dudng sinh).

Khi tim giao diém cla cédc dudng sinh véi mat phang (R) cin chi y la trén
hinh 3.65 hai ho dudng sinh clia paraboloit hypebolic déi mot nidm trén mot mat phéng
chiéu ding va c6 hinh chiéu bang d6i xing v6i nhau qua A,D,.

4. Giao tuyén cia mat phing v6i mat cau

Giao tuyén ciia mdt phdng véi mdt cdu la. mét duong tron c6 tdm la chdn duong
vuong géc ha i tdm cdu 16i mdt cdt (hinh 8-18).
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Hinh 8- 18

Vi du. Tim giao tuyén ctia mét phang (R) véi mat cdu (hinh 8~19 va hinh 8-20).

Hinh 8- 19 Hinh 8 - 20

Gidi: V& qua tim O ctia mit cdu duong thang d1mp(R) va xdc dinh giao diém
H=d N mp(R) - H 1a tam ctia dudng tron giao tuyén. Duong tron giao tuyén c6 hinh chiéu

bang 1a doan thing GD,,, hinh chi€u dimg 13 elip c6 truc CD 1a duong bang, truc AB 1a
dudng thang chi€u bang, do dé A B =AB=CD=C,D,.

Trén hinh 8-19, hinh chiéu ding clia dudng tron giao tuyén c6 mot phan thdy, mot
phan khuat véi hai diém giéi han E, F 1a giao di€m cia dudng tron k v6i mat cit (R).

Trén hinh 8-20, hinh chi€u ding clia dudng tron giao tuyén khuat.
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5. Giao tuyén ctia mat phang v6i mat xuyén

Giao tuyén clia mat phang véi mat xuyén la mot duong
cong bac bon (hinh 8-21). Trong cic trudng hop sau giao
tuyén clia mat phéng véi mat xuyén s€ la cdc dudng tron:

— Mat phéng qua truc cit mat xuyén theo mot kinh
tuyén gém hai dudng tron doi xing véi nhau qua truc.

— Mait phing vudng géc Vvéi truc sé cit mat xuyén theo
céc dudng tron vi tuyén.

— Mat phing ti€p xdc véi mat xuyén tai hai diém nim
trén hai dudng tron clia mot kinh tuyén s& cat mat xuyén theo
giao tuyén 1a hai dudng tron c6 ban kinh bang khoang cdch tir
tam dudng tron sinh dén tryc (dinh ly Villarceau). Nguoi ta
goi cdc mat phing nay 1a mdt phdng ludng tiép mdt xuyén.

Dé xéc dinh céc diém thuoc giao tuyén ta tim giao diém
clia cdc dudng tron Vi tuyén v4i mat cat.

Hinh 8 — 21

Vi du. Tim giao tuyén chia mat phang chiéu ding (R) v6i mat xuyén c6 truc la duong

thang chi€u diing (hinh 8-22 va 8-23).

d
Viry

Hinh 8 — 22
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Giai:

— Trén hinh 8-22 giao tuyén la mot duong cong bic bon c¢é hinh chiéu dimg 1a doan
thang A ,E,. Dé vé hinh chiéu bing clia giao tuyén ta tim hinh chi€u bing clia cic diém sau:
di€ém cao nhat E va diém thap nhat A 14 giao clia vi tuyén 16n nhat (a) v6i mat cit (R); céc
diém xa nhat B, D va céc diém gan nhat B’, D’ 1a giao diém clia c4c vi tuyén gidi han (b) va
(b’) (ndm ngoai ciing va trong cling) véi mp(R); c4c diém gan truc nhat C, C’ 1a giao diém
ctia mp(R) véi céc vi tuyén (e), (e’) tiép xiic vé6i (R).

— Trén hinh 8-23, (R) 1a mat phéng ti€p xiic véi mat xuyén tai hai diém E, L thuoc
hai dudng tron Ia kinh tuyén ndm trong mat phang mat cia mat xuyén. Do d6 giao tuyén
cia mp(R) v6i mat xuyén 1a hai dudng tron ¢6 hinh chi€u ding 1a doan thang M, H,, c6
hinh chi€u bang 1 hai elip c6 truc dai 1a AB, CD, ¢6 truc ngan 13 MH va NI
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$2. GIAO DIEM CUA DPUGNG THANG VOI MAT CONG

Bai todn tim giao diém cha dudng thing £ véi mat cong (o) ¢4 hai trudng hop:

— £ 13 dudng thing chiéu: Trong trudng hop niy, mot hinh chi€u cia cic giao diém
tring véi hinh chiéu suy bién clia dudng thang. Dé tim hinh chi€u thi hai cta cdc giao
diém th gin céc giao diém vao cdc dudng dac biét thuoc mat cong nhu dudng sinh, vi
tuyén, dudng thuoc mat phing song song véi duong chudn,...

— £ 13 dudng thing bat ky: Trong trudong hop nay, ta ding mat phang phu trg (T) chita
duong thing £, tim giao tuyén g = mp(T) N mat (o) sau d6 tim cdc giao digmI,J=4{Ng.
Can chon mit phang phu tr¢ (T) sao cho giao tuyén g dé xdc dinh va céc giao diém L, J
chinh xéc.

Vi du 1. Tim giao diém ciia dudng thang chiéu ding d va dudng thang chi€u bang ¢
_ v6i hinh nén xién c6 ddy nim trén mot mat phing chiéu ding va c6 hinh chiéu bang la mot
hinh tron (hinh 8-24).

Giai.

— Giao diém ctia d v6i mat bén cia hinh nén la hai diém H, K c¢6 hinh chiéu ding
H,=K,=d,. Pé tim H, va K, ta gén H, K vao cic duong sinh SP va SN.
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~ Pudng thang ¢ cat mat bén ctia nén tai diém I, cat ddy cta hinh nén tai diém J véi
I,=J,=4,. ], thutc hinh chi€u ding ctia ddy nén. Dé fim I, ta gan I vio duodng sinh SM.

Vidu 2. Tim giao di€m cla dudng thing d véi hinh nén (hinh 8-25 va hinh 8-26).

Hinh 8 - 25 Hinh 8 — 26

Giai: Dung mat phing phu trg
R(S, d). Tim giao tuyén BC clia mp(R) véi
mp(P,) chita ddy nén: C = d N mp(P,),
B = SA N1 mp(P,) (di€ém Ae d). Xéc dinh
céc dudng sinh SD, SE i giao tuyén cla
mp(R) v6i mat nén va cic giao diém
I=dNSDvaJ=dNSE.

Trén hinh chiéu bang I, va J, déu
thdy. Trén hinh chi€u ding I, thiy con
J, khudt.

Vidu 3. Tim giao diém cta dudng
thing chiéu ding d va dudng thing
chi€u bang ¢ véi hinh tru xién ddy tron
(hinh 8-27).

Hinh 8 - 27




Giai: Duong théng d cat mat bén cua tru tai hai diémK,Lc6K, =L, =d,. D¢ timK,
va L, ta gan K, L vao mot duong tron nim trong mat phang song song voi ddy tru. K, khuat
va L, thiy; K, thdy, L, khuat.

— Pudng théng £ ¢t tru tai hai diém I, J ¢6 hinh chiéu bing I, =J,=£,. D€ tim [, va J,
ta gin I va J vao hai duong sinh di qua c4c diém A, B. I, thdy, J, khuat; I, khuat con J, thay.

Vi du 4. Tim giao di€ém cla dudng thing d véi hinh tru xién c6 day duéi 1a mot hinh
tron nim trén mat phing hinh chiéu bang (P,) (hinh 8-28 va hinh 8-29).

Hinh 8 — 28 Hinh 8 - 29

Gi4i: Dung mat phang phu trg (R) chia duong théng d va dudng thing £ song song voi
cdc duong sinh clia try. Tim giao tuyén BC = mp(R) N mp(P,): B =d N mp(P,), C=£N mp(P,).
X4c dinh cdc giao di€ém D, E cla duong théng BC véi ddy try. Giao tuyén cua mp(R) vé6i
tru 13 hai dudng sinh di qua D, E; cdc giao diém L, J clia dudng thang d v6i hai dudng sinh
trén chinh 13 giao diém cla duong théng d véi tru. Trén hinh chiéu bang I, thdy, J, khuat.
Trén hinh chiéu diing I, thay con J, khuat.

Vi du 5. Tim giao diém ciia dudng théng chi€u ding d va dudng thang chiéu bang £
v6i mat ciu (hinh 8-30).

Giai: Puong thing d cit mat cdu tai hai di€m I, J ¢6 hinh chiéu ding I, =J, =d,. D¢
tim L, va J, ta gan 1, J vio mot dudng tron thudc mat cAu vi nim trén mot mat phang béang.
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Duong thang £ cit mat cdu tai hai diém K, L c6 hinh chiéu bang K, = L, = . D¢ tim
K, va L, ta gan K, L vio mot duong tron thuoc mat cdu va ndm trén mot mat phang mat.

Trén hinh chiéu dimg I,, K, va L, thay, J, khuat. Trén hinh chiéu bang L,, J, va K, thay,
L, khuat.

—

=

Z,
k,
1.
£ -é é {,=K,=L,

Hinh 8 - 30 Hinh 8 - 31

¥
3

Vidu 6. Tim giao diém clia duong thang AB v6i mat cau (hinh 8-31).

Giai: Diing mat phing phu tro chi€u bing (R). Giao tuyén clia mp(R) v6i mat cdu la
dudng tron e c6 tam 1a diém K véi OK L mp(R). Thay mit phéng chiéu ding dé (R) tr&
thanh mat phang mat.

Xéc dinh hinh chiéu ditng mdi clia cac giao diém I, J = AB N e rdi tim céc hinh chiéu
‘ban dau ctua I, J.

Trén hinh chi€u dimg I, thay, J, khuat. Trén hinh chiéu bang I, thdy, J, khuat.

Vidu 7. Tim giao diém clia dudng thang chi€u ditng m va dudng thang chiéu bing n
v6i mat xuyén (hinh 8-32).

Giai: Mat phang bang (B) chita dudng thiang m cit mat xuyén theo hai dudng tron vi
tuyén a, b. Ta ¢ bon giao diém ctia d véi a, b (ciing 12 cdc giao diém cta d v6i mat xuyén)
lal,J, K, L.




Hinh 8 - 32

Duong théng n song song véi truc clia Xuyén nén cét xuyén tai hai diém E, F c¢6 hinh
chiéu bang E, = F,=n,. Dé tim E, vA F, ta gén E,F vao hai vi tuyén c,d c¢6 hinh chiéu bang
tring nhau. ,

Trén hinh chiéu ding I,, E, va F, thdy, J,, K,, L, khuat. Trén hinh chiéu bang I,, J,,
K,, L, va E, thdy, F, khuat.
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BAI TAP CHUONG 8

1. Tim giao tuy&n clla mat phang chiéu bang (R) véi hinh nén tron xoay (hinh 8-33).

2. Cho mat nén tron xoay dinh S va vét bang V&) clia mat phing chiéu dimg (R). Hay xac

dinh vi tri clia vét dimg ctia mp(R) sao cho giao tuyén ctia mp(R) véi mat nén la hai duong sinh cla
noén, la elip, 1a parabol va Ia hypebol (hinh 8-34).

S; Sy

(R)

~~—

b
V( R)

Hinh 8- 33 Hinh 8 - 34

3. Cho mat nén tron xoay va vét bang clia mat phéng (R). Hay vé vét ding va giao tuyén ¢
cla mp(R) vdi mat nén, biét rang c 14 moét parabol (hinh 8-35).

4. V& hinh chiéu canh va hinh g&c clia giao tuyén clia mp(R) véi mét tru tron xoay (hinh 8-36).

St

X
| /
. |
(Ry),1—]
Hinh 8 - 35 Hinh 8 - 36




5. V& giao tuyén clia mat phéng R(m,n) v&i mat try (hinh 8-37).

6. Cho mat cau tam O va vét bing clia mat phéng (R). Hay vé vét ding Vg, va giao tuyén e
clia mp(R) v&i mat cau, biét réng e la mét dudng tron 16n clia mat cAu (dudng tron 16n clia mat cau
la dudng tron cé ban kinh béng ban kinh clia mat cau) (hinh 8-38).

my

y

b
Vir)

Hinh 8 - 37 Hinh 8 — 38

7. Tim trén dudng thang AB nhing dim n&m cach truc x mét doan bang r (t chon doan
théng r) (hinh 8-39),

8. Vé cac dudng théng di qua diém S, cat dudng thang d va cé gbéc nghiéng véi mat phing
hinh chiéu diing bang 60° (hinh 8-40).

d
B, /
) i S,
x A X
2

Hinh 8 ~ 39 Hinh 8 — 40

9. Cho tia Sd va dudng thing & Hay v& dudng thang di qua S, cét duding théng £ va hop Vo
tia Sd mot goc bang 45° {hinh 8-41).

10. Tim trén dudng canh AB nhiing diém nm cach diém O mot doan bang 20mm (hinh 8-42).

4
A
5, d, ‘ o,
X !

X B,
A,
|
0, B,
Hinh 8 — 41 Hinh 8 - 42
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Chuong 9

GIAO TUYEN CUA DA DIEN VOI MAT CONG

D¢ tim giao tuyén clia mot da dién véi mot mat cong, ta tim giao tuyén cua cic mat
clia da dién véi mat cong. D& v& chinh xdc cdc giao tuyén phang, ngudi ta tim giao tuyén
clia mit phang chia mat da dién v6i mat cong, sau d6é xac dinh giGi han phan giao tuyén
thuoc mat da dién. Vi duy, trén (hinh 9-1), dé tim giao cia mat ACC’A’ clia lang tru
ABC.A’B’C’ v6i mat cau, ta tim dudng tron c 1a giao tuyén clia mat phang (AA’, CC’) véi

mat céu, sau d6 giit lai cung tron nam trong t& gidc ACC’A’ va gi6i han boi hai diém 1 va 2

1a cic giao di€ém ctia canh AA’ v6i mat cdu.

Hinh 9-1

Bai todn tim giao tuyén ciia da dién (D) véi mdt cong () ¢é hai truong hop:

— Cédc mit cha da dién (D) déu thudc cdc mat phing chigu hoac (o) 12 hinh tru c6 céc
dudng sinh thudc céc dudng thing chi€u. Trong trudng hop ndy, ta d& dang xé4c dinh dugc
mot hinh chi€u (da bi suy bién) clia giao tuyén. Tir d6 suy ra hinh chiéu thi hai ctia giao
tuyén theo su lién thuoc ctia di€m véi da dién hoac mat cong.

~ Ngoai trudng hop trén, d€ xdc dinh giao tuyén ta s& sit dung cdc mit phing phu tro.

e




Vi du 1. Tim giao tuyén cla lang tru
ABC.A’B’C’ v6i mat cau (hinh 9-2).

Giai: Vi nam mat cla lang try déu
thuoc cac mat phing chi€u nén ta dé dang
thdy riing chi ¢ ba mat bén clia lang tru cat
mit cdu theo cdc giao tuyén la cdc cung tron.

Mit ACC’A’ thugc mot mat phéng
mat nén hinh chi€u diing clia giao tuyén cla
né véi cdu 13 mot cung tron gidi han bdi hai
diém 1,2 1a giao diém clia canh AA’ v6i
mat ciu.

Mat phiang (AA’,BB’) di qua tdm ciu
nén cit mit cdu theo giao tuyén la mot
dudng tron 16n cta mat cdu. Hinh chi€u
diing clia giao tuyén 1a mot elip cé truc dai
12 I,J,, truc ngén 1a K,L,. Phin thudc giao
cta da dién ¢6 hinh chiéu ding 1 hai cung
1,13, va2,J4,.

Mit BCC’B’ vuong gbéc voOi mat
ABB’A’ do dé né cit mat cau theo giao
tuyén 12 mot nlta dudng tron c6 hinh chi€u
ding 14 mot nita elip ¢6 truc ngan 1a M|N,
va truc dai 1a 3, — 4, = M,N,. Céc diém 3 va
4 13 hai giao diém ctia canh BB’ v6i mat cau.

Vi du 2. Tim giao tuyén cua lang tru
MNP.M’N’P’ v6i hinh nén tron xoay ¢6
ddy nim trén mat phéng hinh chi€u bang
(hinh 9-3).

Giai. Chi c6é ba mit bén cua lang tru
cét mat bén cha hinh nén. Mt phing bang
chita mat bén MNN’M’ cét nén theo giao
tuyén 13 mot dudng tron ¢6 hinh chiéu bing
ciing 14 dudng trdn. Phan thudc giao la hai
cung 1-2 va 1’-2’ trong d6 1 va I’ la hai
giao diém chia canh MM’ vé6i nén; 2 va 2’ 1a
hai giao diém ctia canh NN’ véi nén. Hinh
chiéu bang clia hai cung tron trén khuat.

154




Mat NPP’N” song song véi dudng sinh SI nén né cét nén theo giao la mot parabol ¢6
truc song song vdi SI, c6 dinh 1a giao diém E ctia canh SJ v6i nén. Hinh chicu bang clia
parabol khuat.

Mit phang (MPP’M’) cét nén theo giao tuyén la mot elip c6 truc dai 1a AB, truc ngén

la CD. Cung elip 1-C-B~-D-1" 14 giao tuyén ctia mat MPP’M’ véi nén, cung nay thay trén
hinh chi€u bang.

Vi du 3. Tim giao tuyén cua lang tru
MNP.M’N’P’ véi hinh nén (hinh 9-4).

Giai. Giao cta hai mat gém phan
trung nhau cha hai ddy va giao tuyén ctia ba
mat bén cua lang tru véi nén.

Miat MNN’M’ di qua dinh nén nén
giao tuyén clia né véi nén 1a cdc doan thing
SD va-SE thu¢c hai dudng sinh SA, SB
clia nén.

Mat MPP’M’ song song véi hai dudng
sinh S-1 va S-2 nén giao tuyén clia né véi
non 1a cung EGF clia mot hypebol c6 tiém
can song song v6i cac duong sinh S—1 va
S-2. B¢ tim hinh chiéu ding cta dinh G, ta

- gén G vao mot vi tuyén clia nén.

Mat NPP’N’ song song véi hai duong
sinh S-3 va S4 nén giao tuyén cla né vdéi
nén 1a cung D-K-L—J ctia hypebol IKJ c6
tiém can song song vdi cdc dudng sinh S-3
va S—4. Diém L 12 gi6i han thy, khust ctia
hypebol trén hinh chiéu ding.

Trén hinh chi€u ding chi c6 doan
thing SD va cung DKL thdy, cdc phan con
lai ctia giao tuyén déu khuat.

Vi du 4. Tim giao tuyén chia lang tru ABC.A’B’C’ véi hinh tru tron xoay c¢é truc 1a
dudng thang chiu bang (hinh 9-5).

Gidi: Mat ABB’A’ song song v4i truc clia try nén giao tuyén clia né véi tru 1a céc
doan thang 1-10 va 5-6 thuoc hai dudng sinh cia truy.

Mat ACC’A” cét tru theo mot elip c6 truc dai la 2-4, truc ngén 1 3-3".
Mat BCC’B’ cat tru theo mot elip c6 truc dai 13 9-7, truc ngéan la 8-8’.




Pé xdc dinh cic diém 2-3-4-7-8-9, ta gin chiing vao cic dudng thang song song
v6i canh bén cia lang tru. Hai diém 3, va 3; déi xing v6i nhau qua 2,— 4; hai di€ém 8,— 8;
d6i xting v6i nhau qua 7,—9,.

Trén hinh chiéu ding chi c6 hai cung 2,— 3~ 4, va 7,— &~ 9, thdy; cc phan con lai
ciia giao tuyén khuat.

G,

Hinh 9-5

Vi du 5. Tim giao tuyén cla hinh chép S.ABC véi hinh tru (hinh 9-6).

Giai. Ddy trén cia hinh tru song song véi ddy chop nén giao tuyén cla né vdi cic
mit bén cha chép 14 tam gidc 1-2-3 déng dang phoi canh véi day chép.

Ba mat bén clia chdp cit mat bén cia hinh tru theo ba cung elip ¢ hinh chiéu bang la
ba cung tron. D€ tim hinh chi€u ding cta cic diém thuoc mot cung, ta gén ching vao céc
doan thang thugc mat bén chita cung d6 va song song v6i canh ddy thugc mat nay. Can chi
y cac diém 1 va 4,2 va 7,3 va 10 lan luot la giao diém cua cdc canh SA, SB, SC véi try; cic
diém 6-8 va 12 1a céc diém tiép xuc clia céc dudng cong v6i canh ddy cua chdp, cac diém 5
va 9 12 gi6i han phan thdy clia giao tuyén trén hinh chi€u ding.
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B,

Hinh9-6

Vidu 6. Tim giao tuyén cta lang tru ABC.A’B’C’ v6i mat xuyén (hinh 9-7).




Giai: Mat ABB’A’ vudng géc véi truc clia xuyén nén giao tuyén cia nd véi xuyén la
hai cung tron thudc hai vi tuyén qua D va E. Méi mat ACC’A’ va BCC’B’ cat xuyén theo
mot cung thudc mot dudng bac bén. Hinh chi€u bing cia hai cung tring v6i hinh chiéu
bang ctia hai mat trén. DE tim hinh chiéu diing cha cdc diém thudc giao tuyén, ta gan chiing
vio cdc vi tuyén. Céc diém 2-4-7-9 ndm trén dudng bao quanh hinh chi€u ding ctia xuyén
12 nhitng diém giSi han phéan th&y va phan khuit cGa giao tuyén trén hinh chi€u ding “

Vi du 7. Tim giao tuyén clta mot mat tru xién c6 dudng chudn 12 mot dudng tron nam
trong mat phing hinh chi€u bang (P,) va mot lang tru xién cé ddy cling ndm trén mat phang
(P,) (hinh 9-8).

Hinh 9-8

Giai: Khac véi cac vi du & trén, vi cdc mat bén cua lang tru khong thudc cac mat
phang chigu vi cic dudng sinh ctia tru khong phai 14 cdc dudng thing chi€u nén ta chua
biét hinh chi€u nao cua giao tuyén.
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D¢ tim giao diém ciia cdc canh bén ciia lang tru véi tru va giao di€m clia cic dudng
sinh clia tru véi cdc mat bén clia lang tru, ta sé diing cdc mat phang phu trg song song véi
duong sinh cta try va canh bén cua lang tru. Cic mat phang nhu vay s& cit tru theo cdc
dudng sinh va cat cic mat bén cia lang tru theo cic dudng thang song song véi canh bén
cua lang tru.

D¢ dinh huéng cdc mat phéng phu trg ta dung mot mit phang (R) xdc dinh béi dudng
thdng m song song véi dudng sinh cla try va dudng thing n song song véi canh bén clia
lang tru va tim vét bang clia mat phing R(m,n). Cic mét phang phu trg song song véi

mp(R) nén vét bang cua chiing song song véi V('I’U

Cac mat phang phu trg di qua D vA E cho ta céc diém 3-7—10—13 nim trén duong bao
quanh hinh chiéu ding cua tru.

Cdc mat phang phu trg di qua cic diém F va G cho ta cic diém 6-9-2—12 nim trén
dudng bao quanh hinh chié€u bing cta tru.

Giao tuyén clia hai mat gém hai cung 1-2-3-4 vi 5-6-7-8 clia elip 1a giao tuyén cta
mat (Aa,Bb) v6i try; hai cung 5-9-10-11 va 4-13-12 ciia elip 13 giao tuyén cta mat (Bb,
Cc) v6i tru; hai cung 1-14-12 va 8-11 cia elip 1 giao tuyén ciia mat (Aa, Cc) véi tru.
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BAI TAP CHUGNG 9

Tim giao tuyén va xét thdy, khuat cia mot da dién vd mot mat cong (hinh 9-9,

9-10, 9-11, 9-12, 9-13.
/ /N

N LN

Hinh 9-9 Hinh 9- 10

Hinh 9 - 11 Hinh 9 - 12
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Hinh 9- 13
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Chuong 10
GIAO TUYEN CUA HAI MAT CONG

- DANG CUA GIAO VA PHUGNG PHAP TiM GIAO

Giao clia hai mat cong thudng 12 mot hoac mot s6 dudng cong. Néu hai mat cong la
céc mat dai s6 bac m va n thi giao clia ching la duong cong dai s6 bac m x n. Mat cong ta
thudng gap 12 mat bac hai. Giao tuyén khong suy bién ctia hai mat bac hai 1a dudng cong
ghénh bac bén ¢6 céc hinh chi€u khong suy bién ciing 1a dudng cong bac bon.

Tuy theo vi tri va tinh chét cla cdc mat cong, ngudi ta chia bai todn tim giao cua hai
mat cong (o) va (B) thanh hai truong hop:

— Truong hop déc biét. Néu mot trong hai mat cong (o) va (B) 1a mat tru c6 truc la
dudng thing chiéu thi mot hinh chi€u cta giao trang v6i hinh chiéu suy bién cua mat nay.
D@ tim hinh chiéu con lai cha giao ta gin cdc diém cén tim cla giao vao cic dudng dac biét
clia mit thit hai (ching han dudng sinh, vi tuyén...).

— Truong hop bdt ky. Dé tim céc diém clia giao tuyén g = (o) N (B) ta dang phuong
phap mat phu trg. Can chon mat phu trg sao cho céc giao tuyén phu dé v& va céc giao diém
ctia chiing c6 thé xdc dinh chinh xdc.

Chang han, dé tim giao tuy&n clia mat nén tron xoay (o) vGi mat cau (B), ta dung mat
phang phu trg (T) vudng géc vdi truc clia nén (o). Cic giao tuyén £ = mp(T) N (o) va
k = mp(T) N (B) déu 12 dudng tron. Céc giao di€ém A B=k N ¢ dé dang xdc dinh chinh xac
va d6 1a nhitng diém thuoc g (hinh 10-1).

Hinh 10-1
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Néu (a), (B) 1a cdc mat tron xoay c6
truc cat nhau tai mot diém O va hai truc
cung song song v6i mot mat phing hinh
chi€u (H) thi ta dung céc mat cdu (T) tam O
lam mat phu trg. (T) s& cét (a) va (B) theo
cdc dudng tron nam trong mat phang chicu
(vuong géc vdi mp(H)); do d6 ta dé dang
tim duge cdc diém 1a giao cha hai giao
tuyén phu (hinh 10-2).

IIl- Vi DU VE GIAO TUYEN KHONG SUY BIEN CUA HAI MAT BAC HAI

Vidu 1. Tim giao tuyén ca hai hinh tron xoay cé truc la dudng thang chiéu bing:
nén (o) va tru (B) (hinh 10-3).
t1
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Giai. Giao tuyén g = (a) N (B) 12 mot dudng béc bén ¢é hinh chiéu bang trung véi
dudng tron ddy try. Dé tim hinh chiéu ding cla cac diém thuoc giao tuyén g, ta gan ching
vio dudng sinh clia nén (a): 1 va 4 la cac diém gidi han thdy, khuat chia g trén hinh chi€u
diing, 5 va 8 12 hai diém ndm trén dudng bao quanh hinh chiéu ding cua nén.

Vi du 2. Tim giao tuyén clia mat try tron xoay (o) ¢6 truc 12 dudng thing chi€u bang
v6i mat tru tron xoay (B) c6 truc 1a dudng thang chiéu canh (hinh 10-4).

Hinh 10- 4

Giai: Giao tuyén g = (o)) N (B) 12 dudng cong bac bon c6 hinh chiéu bing trung voi
dudng tron 13 hinh chigu béng cta tru (o) va hinh chiéu canh trung v6i dudng tron 1a hinh
chiéu canh ctia tru (). Dé tim hinh chiéu diing cha céc diém thuoc giao tuyén g, tir hinh
chiéu bing ta suy ra hinh chi€u canh clia céc diém dé, r6i tir hai hinh chiéu da biét xé4c dinh
hinh chiéu ding cha ching. D& vé& giao tuyén g chinh xdc, ta can xdc dinh cac diém dac
biét sau: cac diém 2; 2°; 6; 6’ nim trén dudng bao quanh hinh chi€u ding cla tru (ot); cac
diém 3: 3’ 5; 5’ nim trén dudng bao quanh hinh chi€u ding cua tru (B); cac diém 4; 4* 1a
nhitng diém xa nhat ctia g (so v6i mat phang hinh chiéu ding).

Gidi han phdn th&y va phan khuat clia giao tuyén g trén hinh chiéu diing 1a céc diém
3;5;3; 5.

164



Vidu 3. Tim giao tuyén clia mat tru tron xoay (a) ¢6 truc 12 dudng thang chiéu bing
v6i mat cdu (B) ¢6 tim 1a diém O (hinh 10-5).

Hinh 10-5

Giai: Giao tuyén g = (o) N (B) 1a duding cong bac bon gém hai dudng cong ghénh déi
xiing v6i nhau qua mat phéng bang di qua tam O. Hinh chiéu bing cia g tring véi dudng
tron 1 hinh chi€u bang clia try (o). D€ tim hinh chiéu ding cia céc diém thudc g, ta gin
ching vao cdc dudng tron thuoc cdu va nim trong cic mat phing mat. Can chd ¥ x4c dinh
cic di€ém sau: cdc diém 7; 7°; 2 va 2’ ndm trén mat phing d6i xing chung clia tru va cdu
(mat phang di qua truc clia tru va tam clia cdu), cdc diém xa nhat 3; 3’ va céc diém gan nhat
8; 8’ cua giao tuyén g, céc diém 6; 6’ va 10; 10’ nim trén dudng bao quanh hinh chiéu
dimg cua cdu, cic diém gié6i han thély, khuét trén hinh chi€u dimg chagla1;1’ va 5; 5°.
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Vi du 4. Tim giao tuyén clia mat nén tron xoay (o) 6 truc la duong thang chiéu bang
va mit cdu (B) c6 tam 1a diém O (hinh 10-6).

(M)

B,=C;=(N3)

(Q2)

Hinh 10-6

Giai. Khac v6i ba vi du trén, trong trudng hop ndy ta chua bi€t hinh chi€u nao
cha giao tuyén do d6 phai ding mat phéng phu trg dé xdc dinh céc diém thuoc giao tuyén
g= (@) NP

Mt phing bing (M) qua tam cdu cét (o) va (B) theo hai dudng tron, cic giao diém 4
vA 7 chia ching 13 gi6i han phan thdy va phan khuét trén hinh chi€u bang cua g.

Mait phéng mit (N) qua truc nén ct nén (a) theo hai dudng sinh SA, SB va cat mat
cdu (B) theo dudng tron (e), cic giao diém 2 va 3 cla ching nim trén dudng bao quanh

hinh chiéu ding cua nén (o).
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Mt phang mat (Q) qua tam cdu cit nén () theo mot hypebol (hinh chiéu ding cua
n6 nhan S,A, va §,B, 1am hai tiém can), cat mat cau () theo mot dudng tron 1én va céc
giao diém 5; 8 chia chiing 12 gidi han thay, khuat trén hinh chi€u ding cia g.

Mit phéang chi€u bang (R) qua truc ciia nén va tam clia ciu s& cit nén theo duodng
sinh SC va cat mat cdu theo mot dudng tron 16n. DE tim céc giao diém 1 va 6 thuoc mat
phang déi xtng chung cia mat cdu va mat non, ta quay mp(R) quanh truc nén téi vi tri
trang v6i mp(N) (tam O t6i O, dudng sinh SC 16i SC’ = SB).

Vidu 5. Tim giao tuyén ctia hai mat tru xién (o), (B) cing c6 dudng chuan la dudng
tron nam trong mat phang hinh chiéu bing (hinh 10-7).

b H2 N/]z V(—?) (R)

Hinh 10-7

Giai: Ta diing cdc mat phang phu trg song song v6i dudng sinh ciia hai tru (o) va (B).
DE dinh huéng céc mat phéng ndy ta vé mot mat phing (R) x4c dinh bing mot dudng thang p
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song song v&i dudng sinh clia (o), mot dudng thing q song song véi duodng sinh cua (B) va
tim vét bang V°g, clia nod.

Vét bing cia cic mit phing phu trg song song v6i VP4, va gi6i han trong hai dudng
thing V*, (cat dudng chudn cha try (B) va ti€p xic véi dudng chudn cia tra (o)) va V'
(ti€p xiic véi dudng chudn cia tru (B) va cit dudng chudn clia tru (o). Cac mat phing phu
tro s& cit (o) va (B) theo cdc duong sinh cta ching. V&i mat phéng phu trg (S) ta ¢ céc
diém 1 va 10, v6i mat phng phu tro (T) ta c6 céc diém 5 va 15 thudc giao tuyén g. D€ tim
cac 1-6-14 va 5-11-18 thudc cdc dudng sinh bao quanh hinh chiéu bang cha (o) va (B) ta
dung cdc mat phing phu trg c6 vét bing di qua A, E, H va K. Pé tim céc diém 8-12-3-17
va 4-7-13-16 nidm trén cic dudng sinh bao quanh hinh chiéu dimg cha (o) va (B) ta ding
cdc mat phang phu tro cé vét bing di qua B, F,IvaL.

Vi du 6. Tim giao tuyén clia mat nén (o) va mat tra (B) cung c6 dudng chuin 1a
dudng tron nam trén mit phéng hinh chiéu bang (hinh 10-8).
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Giai: Ta ding cdc mat phang phu trg di qua dinh nén va song song v4i dudng sinh
cua try. Cdc mat phang d6 chita dudng thing ST nén c¢6 vét bing di qua T va nim trong goc

[V(Z), V('l;):'; giao tuyen cua chuing véi (o) va (B) 1a cac dudng sinh clia hai mat nay. Dé ¢6

céc di€m thugc giao va ndm trén dudng bao quanh hinh chi€u diing ctia (o) va (B) ta dung
cdc mat phang phu tr¢ di qua B,E,I va K. Dé c6 céc diém thuoc giao va nim trén dudng bao
quanh hinh bang ctia () va (B), ta ding cdc mat phang phu trg c6 vét bang di qua C, F,JvaH.

- MOT SO DINH LY VE GIAO TUYEN SUY BIEN CUA HAI MAT BAC HAI

Pinh Iy 1. Néu hai mdt bdc hai da cé chung mot duong cong bdc hai d thi chiing con
c6 chung mét duong cong bdc hai e va hai mdt dé sé tiép xiic véi nhau tai hai giao diém
citad vae.

binh 1y 2. Néu hai mdr bdc hai tiép xiic v6i nhau tai hai diém A,B ma doan thiang AB
khong thuéc mét dieong sinh ndo ciia hai mdt thi giao tuyén ciia hai mdt la hai duong cong
bdc hai cung di qua A va B.

Dinh 1y 3. Néu hai mdt bdc hai 1iép xiic véi nhau tai ba diém khong thing hang
A,B,C ma cdc doan thang AB, BC, AC khong thuéc mdt ndo thi hai mdt s€ tiép xiic véi nhau
theo mot duong cong bdc hai di qua A,B,C.

Dinh Iy 4. (Dinh 1y Monge) Néu hai mdit bdc hai cing noi tiép hay cing ngoai tiép
mot mdt bdc hai thit ba thi giao tuyén cila chiing la hai duong bac hai cung di qua hai giao
diém ciia hai duong tiép xiic. '

Vidu 1. Tim giao tuyén clia mat nén tron xoay (o) va mit tru (B) cé chung duong
chuéan d 12 mot dudng tron nim trén mat phang hinh chiéu bing (hinh 10-9).




Giai:Theo dinh 1y 1, hai mat (o) va (B) dd c6 chung duong tron d nén sé c6 chung
mot dudng cong bac hai nifa 1a elip e nim trong mot mat phiang chiéu ding.

Vi du 2. Tim giao tuyén clia mat try tron xoay (o) va mat elipxoit trdon xoay () cé

chung truc 12 mot dudng thang chi€u bang (hinh 10-10).

Hinh 10- 10

Giai. Hai mat (o) va (B) tiép xiic v6i nhau tai hai diém A,B va doan thang AB khong
thuoc (o) va (B) nén theo dinh 1y 2 giao tuyén cla hai mat 12 hai elip e, f ¢6 hinh chi€u
dimg suy bién thanh hai doan thing, hinh chi€u bang tring véi hinh chiéu bang cla tru (o)
va hinh chiéu canh 12 hai elip tring nhau.

Vi du 3. Tim giao tuyén clia hai mat nén tron xoay (a) va (B) 6 hai tryc céat nhau va
nim trén mot mat phing mat (hinh 10-11).

Giai. Hai mat bac hai cling ngoai tiép mat cdu (y): Mat (y) ti€p xic v6i nén (o) theo
dudng tron (c), mit (y) ti€p xidc véi nén (B) theo dudng tron (e), do dé giao tuyén g = (o) N
(B) 1a hai elip di qua hai giao diém 1, J = (c) N (e). Hinh chiéu diing cla hai elip giao tuyén
suy bién thanh hai doan théng A B, va M,|N,. Hinh chiéu bang clia giao tuyén 1a hai elip c6
truc 12 AB va CD, MN va PQ.
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Hinh 10- 11

IV- MOT SO DINH LY VE HINH CHIEU SUY BIEN CUA GIAO TUYEN HAI MAT
BAC HAI

Du6i day 1a mot s6 truong hop giao tuyén cta hai mat bac hai khong suy bién nhung
hinh chi€u clia n6 lai suy bién.

Dinh Iy 5. Néu hai mdt bdc hai cé chung mét mdt phdang doi ximg (R) thi hinh chiéu
ciia giao tuyén ciia chiing trén mdt phdng song song véi mp(R) la mot duong bdc hai.

Dinh 1y 6. Néu hai mdt bdc hai tron xoay ¢é truc song song véi nhau thi hinh chiéu
cia giao tuyén cila chiing trén mdt phdng song song véi mdt phdng chita hai truc sé la mét
parabol c6 truc vuéng géc vdi hai truc.

Dinh Iy nay bao gom cd triuong hop mot trong hai mét la mdt cdu vi moi duong thdng
di qua tam cua mdt cdu déu la truc ciia né.

Dinh 1y 7. Néu hai mdt bdc hai tron xoay cé truc cdt nhau thi hinh chiéu ciia giao

tuyén ciia chiing trén mdt phdng song song véi mdt phdng chita hai truc sé cé hai dang sau:
— Hinh chiéu cia giao tuyén la mot elip néu mot trong hai mdt la elipxoit det

— Hinh chiéu cila giao tuyén la mot hypebol néi hai mét déu khong la elipxoit det.
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Pinh 1y 8. Néu hai mdt bdc hai tron xoay cé hai iruc song song va c6 mot mdit phdng
doi ximg chung (R) vuéng gbc voi hai truc dé thi hinh chiéu cia giao hai mdt trén mdi
phdng song song véi mp(R) la mét dudng tron (Dinh ly Rouché).

Vi du 1. Tim giao tuyén clia hai mat nén béc hai tron xoay ¢6 hai truc cét nhau va
nim trong mat phang mat (R) (hinh 10-12).

Hinh 10-12

 Giai: Giao clia hai mat nén 12 mot dudng cong ghénh bac bon khong suy bién va tich
thanh hai dudng cong. Theo dinh 1y 7, hinh chiéu diing cla giao 1a mot hypebol. Mat phéng
(R) cit nén dinh S theo hai dudng sinh S-1 va S-2, cét nén dinh T theo cdc dudng sinh S-3
va S—4 va xéc dinh cho ta cdc diém C, D, E, F thugc giao clia hai mat. Goi O la giao diém
cta hai truc clia hai n6n. Mat cdu phu tro tam O ti€p xtdic v6i nén dinh S theo dudng tron (a)
vA cét nén dinh T theo céc dudng tron (b), (c). Cic giao diém A, A’ va B, B’ clia (a) v6i (b)
va (c) 1a nhing diém thuoc giao cha hai mat. Cic tiép tuyén cia hypebol tai A, va B, song
song v6i nhau nén A, va B, 1a hai diém d6i xing v6i nhau qua tam la trung diém M, cta
doan thing A,B,. Hai tiém can p, q cia hypebol 12 hai dudng thing di qua M, va song song
véi hai dudng thdng p’, q’ 12 hinh chiéu ding cia giao hai nén cing ngoai ti€p mot mat cau
vA ¢6 céc truc va dudng sinh song song véi cac truc va dudng sinh ctia hai nén dinh Sva T.
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Vi du 2. Tim giao tuyén ctia mat tru trdn xoay c6 truc t 1a dudng thang chi€u bang va
mat cau tam O (hinh 10-13).

Hinh 10 - 13

Giai: Tryc t clia try 12 dudng théng chi€u bing nén hinh chiéu bing clia giao tring
v6i dudng tron 1a hinh chi€u bing clia mat try. D€ tim hinh chiéu ding cta céc diém thuoc
giao, ta gan chiing vao cic dudng tron thudc mat cdu va nim trong mat phang mat. Truc t
va tam O nam trong mot mat phang mat nén (theo dinh 1y 6) hinh chi€u ding cta giao 1a
mot parabol ¢6 truc 12 5,0, (L t,)

Vidu 3. Tim giao tuyén clia mat tru tron xoay truc t véi elipxoit det truc t’, biét ring t
va t’ cat nhau va thugc mot mat phing mat (hinh 10-14).

Gidi. D€ tim céc diém thudc giao ta ding cdc mat cdu phu trg c6 tam 1 giao diém
O =tNt. Vidy, mat cdu (o) cat tru theo hai vi tuyén a, b va cét elipxoit theo hai vi tuyén e, d.
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Cic giao diém E, F’, H va H’ clia a, b vdi e, d 1a céc diém thudc giao hai mat. Mat phéng
(1,t’) cit mbi mat theo mot kinh tuyén; cdc giao diém A, B, C, D ciia hai kinh tuyén ciing la
nhing diém thudc giao. Theo dinh 1y 7, hinh chi€u ding cua giao hai mat Ia hai cung
A,H,D, va B,F,C, ciia mot elip di qua cac diemE,, A, H,,D,,G,, B, F, vaC,.

D& xé4c dinh hinh chiéu bing cha cdc diém thudc giao, ta gan ching vao céc kinh
tuyén hodc vi tuyén ciia hai mat.

Hinh 10- 14

Vi du 4. Tim giao tuyén cua elipxoit tron xoay tam I, tryc t va mat cau tam O
(hinh 10-15).

Giai. Néu ta vé dudng thing t’ di qua tam O cla mat cdu va song song vdi tryuc t clia
elipxoit thi ta s& c6 hai truc song song v6i nhau va nam trén mat phing bang (a) do d6 hinh
chiéu bing cha giao tuyén ctia hai mat nay 1a mot parabol c6 truc song song Vvéi truc x
(dinh 1y 6); mat phiang mat () vuong goc véi hai truc 1a mat phéng d6i xing chung ciia hai
mat tron xoay nén hinh chi€u ding ctia giao hai mat 14 mot cung tron (dinh 1y 8).

174



Hinh 10- 15

Céc giao diém A,B cla hai kinh tuyén nim trong mp(a) va cdc giao diém C, D cia
hai vi tuyén nam trong mp(B) 1a nhiing diém thuoc giao ctia hai mat. P& tim hinh chiéu
bang clia cdc diém thuoc giao ta gan ching vao céc dudng tron thudc cau va song song véi
mat phang hinh chiéu béng.
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BAI TAP CHUGONG 10

Tim giao tuyén va xét thdy, khudt clia hai mat cong (hinh 10-16,- 10-17, 10-18, 10-19,
10-20, 10-21, 10-22, 10-23, 10-24.

! \
S
R S
Hinh 10— 16 Hinh 10— 17
|
1
| \
| \/
[
{
|
! /ﬂl\
|
o |
| __,|>__
|
Nl |
| |
|
| T
Hinh 10 - 18 Hinh 10— 19
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Hinh 10 - 20
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Hinh 10— 22
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Hinh 10- 23
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Hinh 10 - 21

Hinh 10 - 24
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Chuong 11

KHAI TRIEN CAC MAT

I- KHAI NIEM

Né&u cit mot mat theo mot s6
‘dudng cta nd roi trdi mat dé lén
mot mat phang sao cho khong mot
phin nao cta mat bi co dan hodc
g4p nép, ta s& dugc mot hinh phang
goi 12 hinh khai trién ciia mdt. Yéu
cAu co ban clia hinh khai trién la
bao toan khoang cach clia hai diém
bat ky ctia mat. C6 nhiing mat khai
trién dugc nhu mat nén, mat try,
mit c6 canh 1ui; ngudi ta goi ching
1a cdc mdt khd trién. Cac mat khéc
g0i 1a mdt khong khd trién. V6i cic
mat khong kha trién, khi cén ta s&

khai trién gan ding. ,

Trong cong nghé, ngudi ta co
thé tao ra cdc mat tir hinh khai trién
cua chiing.

Il- KHAI TRIEN DA DIEN
Hinh khai trién ciia mot da
dién 12 mot hinh phing hgp boi
hinh goc cla cdc mat ciia da dién.
Vi du 1. Khai trién hinh chép
S.ABC (hinh 11-1).
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Giai: Dy chép ndm trén mat phang hinh chiéu bang nén A,B, = AB, B,C, = BC,
A,C, = AC. D€ xdc dinh do dai cic canh bén, ta quay ching quanh truc la dudng thang

chi€u bang St t6i vi i dudng mat, khi d6 ta s& cé SA = S,A] =a, SB= SB/=b,
SC = §,C|= c. D¢ dung hinh khai trién, ta gilt nguyén ddy chép va dung ba mat bén doi
| moét chung nhau mot canh beén.

Vidu 2: Khai trién lang tru ABC.A’B’C’ (hinh 11-2).

Hinh 11-2
Giai: Ddy ABC nim trén mat phéng hinh chiéu bing nén hinh chiéu bang 1a hinh goc
clia né. D€ vé hinh khai trién cdc mat bén, ta lan luot quay mat ABB’A’ quanh truc AA’ ti
vi tri AA’B;B, triing v6i mat phang mit (M) (chia canh AA’), quay mat BCC’B’ quanh

canh B B} t6i vi trf B,B,C,C; tring v6i mp(M); quay mat ACC’A’ quanh canh C,C; té6i
vitri C,C’ A’ A, triing véi mp(M).




HI- KHAI TRIEN MAT CONG
Vi du 1: Khai trién hinh nén xién (hinh 11-3 va hinh 11-4).

Hinh 11-3 Hinh 11-4

Giai: Day nén ndm trén mat phang hinh chi€u bing nén hinh chi€u bang 12 hinh goc
clia né. Dé khai trién gén diing mat bén ciia nén, ta vé mot da gidc déu n canh ndi ti€p ddy
nén réi khai trién mat bén ctia hinh chép not ti€p nén. Do dai clia céc canh d4y chép bang
hinh chi€u bing clia ching. D€ xdc dinh d¢ dai cac canh bén (I cdc dudng sinh cua nén),
ta quay chiing quanh tryc t 1a dudng thang chi€u bang t6i vi tri dudng mat. Trén hinh khai
trién, mbi mit bén clia chop 1a mot tam gidc da biét do dai clia ba canh. Hinh khai trién cla
dudng tron ddy nén 1a dudng cong di qua céc dinh clia ddy chép; néu ta 1y tri s6 n cang
16n thi dudng cong nay cang chinh xac.

Vi du 2: Khai trién mot mit cau (hinh 11-5 va 11-6).

Giai: Mat cau 1a mat khong kha trién nén ta chi c6 thé dung dugc dang gan dung cla
hinh khai trién ctia né. Xem mat cdu 12 mat tron xoay c6 truc t la dudng thing chiéu bang.
Chia mat cdu thanh n mui cdu bing nhau va ¢6 hai mat 12 hai kinh tuyén. Ta s& khai trién
mot mii cdu gidi han bsi hai kinh tuyén d6i xing vo6i nhau qua mat phéng mat di qua O.
Ngoai ti€p mat cdu bang mot mat try c6 truc 1a dudng thang chiéu ditng {. Dang gén ding
ciia hinh khai trién mui cdu 13 hinh khai trién cha mdi try gidi han boi hai mat kinh tuyén;
mbi dudng sinh di qua cdc diém 1°, 2°,... la do dai gin ding vé6i do dai cung tron cua mui
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cdu O vi tri tuong tng. Pé hinh khai trién c6 do chinh xdc cao, ta chi can tang s6 mii ciu

(tang tri sO n).

Co

Hinh 11-5 Hinh 11-6
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BAI TAP CHUGONG 11

Sy

V& hinh khai trién clia cac mét sau:
— Hinh lang tru (hinh 11-7).
— Hinh chép cut (hinh 11-8).

Hinh 11-7 Hinh 11-8
— Hinh tru xién (hinh 11-9).
- Hinh nén cut (hinh 11-10).

~ . -
N
e N
1 \\ 1 !
. .
\
\

Hinh 11-9 Hinh 11-10
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Phin ba
PHUGONG PHAP HINH CHIE,U TRUC bO

Trong s6 cdc phuong phap biéu dién dugc xay dung bing phép chiéu, phuong phép
hai hinh chi€u thang géc 12 phuong phép don gian nhat, do dé hinh biéu dién cia né 1a
thanh phan chu y&u cia cdc ban vé ky thuat. Tuy nhién tinh truc quan cta loai hinh biéu
dién nay lai han ch€. Do dé, bén canh céc hinh chiéu thing géc, ngudi ta thudng dung hinh
chi€u truc do ctia vat thé, d6 1a mot loai "hinh biéu dién ndi” givip ta hinh dung vat thé dé
dang hon.

Chuong 12
CAC KHAI NIEM CO BAN

I- BIEU DIEN DIEM

D¢ biéu dién mot diém A bat ky clia khong gian ta lam nhu sau (hinh 12-1):
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1. L&y mot hé truc toa do Décic vuong goc Oxyz (goi la hé truc toa do e nhién) véi
cédc don vi do trén cdc tryc 1a OE, = OE, = OE, = e (ta goi chiing 1a cdc don vi do ty nhién).
Ti dien OE,E,E, goi la uit dién don vi ty nhién.

Dé xéc dinh toa do clia diém A ta v& AA, L mp(xQy) v6i A, mp(xOy); vé A /A, L Ox;
. x AA, AA
sau d6 xdc dinh céc tri s0 xA=O--A S YA = Lz, ===
OE, OE, OE,

Puong giy khic OA,A, A goi 1a duong gdy khiic toa do tu nhién.

Céc tri 56 X,, Ya» Zs £0i 12 cdc tog d¢ ne nhién clha diém A. Nhu vay, bi€t vi tr clia
diém A, ta xdc dinh duge toa do cha né; nguge lai, biét cdc toa do cua diém A trong mot hé
truc toa do ta s& xdc dinh diroc vi tri ca A.

2. Ldy trong khong gian mot mat phang (P) 1am mdt phdng hinh chiéu; 1dy mot duong
thang £ cit mat phang (P) va khong song song v6i cdc mat phéng toa do lam phuong chiéi.

Chiéu toan bo hé théng trén theo phuong £ lén mp(P), ta s&€ c6 cac thanh phan duoc
dat tén nhu sau:

2

O’x’y’z’ 1a hé truc truc do.

O’E’ B’ E’, la uit gidc don vi truc do.

Pudng gay khic O’A’ A’ A’ 1a duong gdy khiic toa do truc do.

Cdp diém (A’,A’)) 1a hinh chiéu truc do ciia diém A. C6 thé goi diém A’ 1a hinh
chiéu truc do ctia diém A, khi d6 A’ s& goi 1a hinh chiéu thit hai cha A.

Phép chi€u ldm bién dang cic don.vi do, nén viéc ding cdc don vi do nay
(O’E’,,0’E’,,0’E’)) khong thuan 1gi; do d6 ngudi ta vin ding don vi do ty nhién dé xdc

dinh toa do cua diém A’ trong hé truc truc do. Ta s& goi cdc tri s6 sau 1a cdc toa df truc do
ctia diém A:

OE,

1
X . L . —
,yA_ aZA_

OE, OE,

Ta can tim quan hé giita toa d¢ truc do va toa do ty nhién cha diém A. Cic t}"? sO:
O'E’ O'E' O'E' . e .
p= OF -, q= oF Y r=-———= theo thi tu goi 12 hé s¢ bién dang doc theo cac truc

X y z

0x, Oy, Oz. Theo tinh chét clia phép chi€u song song, ta c6:

Ol Al OA OIA'X OIEIX
= X —> = =p —_->
O'E OE OA OE

X X X X

,_O'A, OB, _0A OB .\ L 4 _px
OA. OE, OE. OA, “x, * *

X
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Tuong tu, ta c6: y,’=q.y, va z,’=1.Z,.

Theo céc két qua trén, néu ta gan d6i tugng biéu dién vao mot hé truc toa do tu nhién,
sau dé xac dinh toa d¢ tu nhién cia cdc diém xdc dinh d6i twong va toa do truc do cla
ching, ta s€ vé dugc hinh chi€u truc do cua d6i tugng. Van dé dat ra 1a hinh chiéu truc do
c6 thoa man tinh phan chuyén khong, nghia 1a: biét hinh chiéu truc do ctia mot doi tuong,
ta ¢6 thé dung lai dugc doi tugng dé trong khong gian hay khong? Pinh 1y Pon ke — Svac
dudi day s€ giai ddp van dé nay.

I- DINH LY PON KE — SVAC

Dinh ly Ponke-Svéc la dinh 1y co ban cta hinh chiéu truc do. Trong dinh 1y nay c6
mot khdi niém céan dinh nghia 1a ti gidc dii khong suy bién. Tit gidc dii khong suy bién la nr
gidc ¢6 bon dinh, trong dé khong cé ba dinh ndo thdng hang va cé sdu canh xdc dinh bdng
bén dinh dé.

Dinh ly Pon ke — Svac: Moi tir gidc dit khong suy bién déu cé thé coi la hinh chiéu
song song ciia mot tit dién dong dang vdi mot ti dién cho trudce.

Tir dinh 1y Pon ke ~ Svéc suy ra:
— Ta c6 thé chon tit gidc don vi truc do c6 dang tuy .

— Ta ¢6 thé xé4c dinh dugc vi tri clia tit dién don vi tu nhién tir td gidc don vi truc do la
hinh chi€u ctia né; nghia 1a hinh chiéu truc do cé tinh phdn chuyén.

- DINH LY VE HE SO BIEN DANG
Néu ala géc hop bdi phwong chiéu £va mdt phdng hinh chiéu (P) va p, q, r la hé s6
bién dang doc theo cdc truc tog dé thi p*+ q*+ "= 2 = cotg’a. (1).

Trén co s& cong thitc (1) ta c6 thé xdc dinh dugc cdc hé s6 bién dang trong méi loai
hinh chiéu truc do.

IV- PHAN LOAI HiNH CHIEU TRUC BO

Ngudi ta dwa vao hai yéu t6 sau dé phan loai hinh chi€u truc do: géc o hop boi
phuong chi€u £ va mat phang hinh chi€u (P) va quan hé giita cac he s6 bién dang p, q, 1.

o # 90° ta ¢6 hinh chiéu truc do xién géc.

o =90° ta c6 hinh chiéu truc do vuéng géc.

p=q=rtacd hinh chiéu truc do déu.

p=r#qtacé hinh chiéu truc do cdn.

p#r#qtacd hinh chiéu truc do léch.
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V- HINH CHIEU TRUC B0 QUY UGC

Tir cong thitc (1) & trén suy ra: trong hinh chi€u tryc do vuéng goéc vi o = 90° nén

p?+ ¢ + > = 2. Do d6 hinh chiéu truc do vuong géc déu s& ¢6 p* = % —p =\/% ~ 0,82

= q =T.

V6i he s6 bién dang trén, viéc v hinh chiéu truc do s& khé khan. Do dé6 nguoi ta
qui uéc lay p = q = r = 1. Diéu nay c6 nghia la hinh chiéu truc do s€ dugc phéng to 1én
0—155 = 1,22 1an. D6 12 hinh chiéu truc do quy wdc. Cac loai hinh chiéu truc do tiéu chuén dudi
day déu 12 hinh chiéu truc do quy uéc.

VI- CAC LOAI HINH CHIEU TRUC PO TIEU CHUAN

Trong tiéu chudn vé bdn vé k¥ thudt, ngudi ta di chon nam loai hinh chiéu truc do
duéi day (trong ca nam loai nay, truc Oz luén la truc théng ding):

1. Hinh chiéu truc do vuéng géc déu: ba truc Ox, Oy, Oz d6i mot hop thanh goc bang
120°. He s6 bién dang doc theo ba truc 1a p=q =r =1 (hinh 12-2).

z z’
1 o1
120° 90 7710
o [/ O \
30° x 1 0 -
1 05 41°25
X 1 y

120 y’

Hinh 12-2 Hinh 12-3

2. Hinh chiéu truc do vuong géc can. Géc (0’x’,0°z”) = 97°10” va géc (O’y’,0’2’) =

131°25°. Vi tg7°10’~ 1/8 va tg 41°25’~ 7/8 nén ta c6 thé vé hé toa do truc do nhu trén

hinh 12-3. 2
Hinh chiéu truc do vuéng gbc can c6 cdc hé s6 4
biendanglap=r=1vaq=0,5. 90°
x o \

3. Hinh chiéu truc do xién géc ding déu cé hé
truc toa do nhu trén hinh 12-4. C6 thé thay tri s6 45° /
bang cc tri s6 30° hoac 60°. Hinh chiéu tryc do nay ¢ '

caché sobiéndangp=q=r=1.
Hinh 12— 4
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4. Hinh chi€u truc do xién géc bang déu c6 hé truc truc do nhu trén hinh 12—5. C6 thé
thay tri s6 30° bang céc tri s6 45° hoac 60°. Trong loai hinh chiéu truc do nay ta c¢é cic hé

so bicndangp=q=r=1.

X’

Hinh 12-5

X’ (0] \

Hinh 12-6

5. Hinh chi€u truc do xién géc ding can c6 hé truc truc do nhu trén hinh 12-6. C6 thé

thay tri s 45° bang céc tri s6 30° hoac 60°. Hinh chiéu truc do nay c6 cdc heé s bién dang
lap=1=1vaq=0,5.

187




Chuong 13
CACH VE HINH CHIEU TRUC PO

C4 hai phuong phédp hinh chiéu thing géc va hinh chiéu truc do déu thoa mén tinh
phan chuyén. Do dé, ta c6 thé vé hinh chiéu truc do khi biét hinh chiéu thang gbc cla
déi twong biéu dién va nguoc lai, ta ¢ thé vé& céc hinh chiéu thing géc khi biét hinh
chiéu truc do.

I- VE HINH CHIEU TRUC BO TU HINH CHIEU THANG GOC

Viéc v& hinh chiéu truc do ctia mot d6i tugng tir hinh chiéu thang géc cta né thudng
thuc hién nhu sau:

_ Gén vao hai hinh chi€u thing géc cia d6i tugng mot hé truc toa do tu nhién Oxyz.
Phai chon vi tri ctia hé truc toa d¢ sao cho d6i tugng duoc thé hién rd nhét va viéc v€ hinh
chiéu truc do don gian nhat.

— Chon mot trong nam loai hinh chiéu tryc do phu hop véi d6i twong va vé hinh chiéu
truc do bing cdch xdc dinh toa do truc do cta cdc diém xdc dinh d6i tuong.

s

Trong hinh chi€u truc do ngudi ta quy udc:

1. Chi thé hién phan nhin thdy cua d6i tugng.

2. Déi v6i nhiing d6i tugng c6 nhiéu chi ti€t bi che khuét ngudi ta tudng tugng cat bo
mot phan clia d6i tugng nhdm lam 16 phéan bén trong cta nd réi méi vé hinh chi€u truc do
ctia phan con lai. D6 1a hinh cdr tryc do (xem hinh 13-17).

3. Sau khi v& xong hinh chiéu truc do phai xod hé truc truc do, céc nét khuat va céc
dudng phu trg. Bén canh hinh chiéu truc do nén vé mot so dé truc do nhd (twong tu
hinh 12—2) dé chi din céc dac tinh co ban ciia loai hinh chi€u tryc do da su dung.

Trong céc vi du dudi day, dé dién gidi trinh tu v& hinh chiéu truc do ta tam thoi chua
thuc hién ddy dl cac quy udc trén.
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Vi du 1. VE hinh chiéu truc do vuodng géc déu va vuong géc can ctia mot hinh lang
tru luc gidc déu (hinh 13-1).

A _B=F | C=& 5

Xy Al D,
B1EF1 Ol=Y1 C1EE1

F2 E2
|
X, 0,=2z,
A; [ D,
>\l!'!
Bz / CZ
Li]z
Y2
Hinh 13-1

Giai (hinh 13-2 va hinh 13-3).

Hinh 13- 3
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Ta c6 thé v& hinh chiéu truc do vuong géc déu cta lang tru theo trinh tu sau:

— Xdc dinh hé truc toa do tu nhién trén hinh chiéu thang géc va vé hé truc truc do.

— Xdc dinh cac dinh cia day dudi:

Cicdinh A’, D’ € X’ v6i O’A’ = 0’D’ = 0,A,

Pinh Bcé toadd xj, =xgva y;=yj,

Dinh C’ xéc dinh bing cich vé& B’C’//x’ va dat I'B’ = I'C’. X4c dinh F’ d6i xdng véi
C’ va E’ d6i xtng v6i B’ qua O.

— V& cédc canh bén cua lang tru song song véi truc z va c¢6 do dai A’A'=BB'= ..
=AA,

Dé dang thdy rang trén hinh chi€u truc do ddy trén va ba mat bén chita cic canh AB,
BC va AF thay.

Hinh chi€u truc do vuong géc can chi khac véi hinh chiéu truc do vuong géc déu &

ché y}, = 1/2yy va ba mat bén nhin thay 13 ba mat chia cic canh AB, BC va CD.

Vi du 2. V& hinh chiéu truc do vuong géc déu cta hinh tru (hinh 13- 4).

E2 |12 F2

X2
A2 OZEZZ Bz
G, 7, H,
I
Qo D, P2
Y2
Hinh 13-4
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Giai: (hinh 13-5).

Ta s€ v€ hinh chiéu truc do clia hinh tru theo trinh - F 5
tu: v& day dudi, v€ ddy trén va vé dudng sinh bao: B

— Hinh chi€u ctia dudng tron ddy dudi e 1a elip e’ S LO H
Hinh chi€u cta hai dudng kinh vuong géc AB, CD clia '
e la hai dudng kinh lién hop A’B’ va C'D’ clia ¢’. Vi A= 7
ABex,CDeynéenO’A’=0’'B’'=0’C’ = 0O’D’ =R. &

Goi MNPQ 1a hinh vu6ng ngoai tiép e tai cic ti€p ) & '1/ |F TN .
diem A, B, C, D va E, F, G, H 1a giao diém ctia hai el EN T HY o
dudng chéo MP va NQ véi e. Hinh chi€u ctia hinh < ) O| S
vuong 1a hinh thoi M'N’P’Q’ ¢6 N’'Q’= 2z’ va E'H’ L 2’ A g D )
do d6 E’H’ la truc dai, cdon G’H’ la truc ngén cla elipe’. * o ’
Chi cin biét hai dudng kinh lién hop hoac hai truc 1a ta Hinh 13— 5

c6 thé vé duoc elip e’.

— V& dédy trén cba tru bing phép tinh tién theo vécto O'O’ véi O'0' = 0,0,.
Hai dudng sinh bao 12 hai ti€p tuyén chung ngoai cta hai ddy.

Vi du 3. V& hinh chiéu truc do vuong géc déu cia mot hinh tru da bi cit va duc
(hinh 13-6).

| (a1)




Giai: (hinh 13-7 va hinh 13-8). a

Hinh 13-7

V& hinh chiéu truc do clia ddy duéi cha try nhu (hinh 13-5). Trén ddy nay can xdc
dinh hinh chiéu thit hai cla cdc diém 1, 2,...9 va 10 dé tir d6 x4ac dinh hinh chi€u truc do
ctia ching bang cach dung do cao, vi du 9'9’ =9,9,. Mat phéng (o) cit mat tru theo giao
12 mot elip c6 hai truc 1a 5-6 va 9-10. Hinh chiéu clia elip nay 1a elip c6 hai dudng kinh

lién hop 1a 5°—6” va 9’-10°.

Vi du 4. V& hinh chi€u truc do chia d6i tugng c6 hinh chiéu thing géc thé hién trén

hinh 13-9.

~
1
’ |

/ )

h |

/

! A

[ S
.

,/

4 -
e

Ié

~

VAN

>

~

X4 | _
]OlEy1=_=A1—:—A1
A,
| l
X, i | 02522|
) . |
| |

Y2

Hinh 13-9
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Giai: (hinh 13-10 va 13-11)

o
X X
g
y’
Hinh 13- 10 Hinh 13~ 11

Ta chon hinh chi€u truc do xién géc dimg can dé hinh chi€u chia mat trudc clia d6i
tuong ding bang hinh chiéu diing ctia né. V& mat sau clia d6i tuong, bang phép tinh tién

theo vecto A'A' véi A'A' = 1/2 A, KZ , sau d6 v€ cdc canh thdy n6i hai diém tuong tng

clia mat trudc va mat sau.

Vidu 5. V& hinh chi€u truc do vuéng géc can clia mot mat xuyén md (hinh 13-12).

Zy

Y2 '
Hinh 13- 12 Hinh 13- 13
Giai: (hinh 13-13)

Dé vé hinh chiéu truc do cha mat xuyén, ta coi xuyén la mat bao clia cdc mit ciu
bang nhau va c6 tim nam trén mot duong tron. Hinh chi€u vuéng géc cia méi mat cdu 1a
mot dudng tron bang dudng tron 16n chia né. Do dé, ta sé 1an luot:

— V& hinh chi€u ctia duong tron trung binh clia xuyén (duong tron nay 1a quy tich tam
clia cic mat cau).
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— V& hinh chiéu clia cdc mat cau.

— V& dudng bao thdy clia cdc mat céu.

Vi du 6. V& hinh chi€u truc do vuong géc déu clia mot cym cong trinh nam trén mot

khuoén vién (hinh 13-14).

Z4

I

i
S Y

Y2

Giai: (hinh 13-15)

Hinh 13- 15
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Trinh tu v& nhu sau:

— V& hinh chiéu thit hai cha d6i tugng bang céch gan vao hinh chi€u bang cta doi
tuong mot ludt 6 vudng.

— Dung chiéu cao clia cdc cong trinh

Vi du 7. V& hinh cit truc do ctia mot vat thé ¢ hinh chi€u thang géc thé hién trén
hinh 13-16.

Y1

Hinh 13- 16

Giai: (hinh 13-17)

A\
N

Hinh 13- 17
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Vi vat thé ¢6 nhiéu dudng tron, do dé ta nén bicu dién né bing hinh chiéu truc do
xién géc ding can (hoac hinh chiéu ttuc do xién géc ding deuw).
Hinh cit truc do trén (hinh 13—17) 13 hinh chi€u chia d6i tugng da bo di 1 /4.

II- VE HINH CHIEU THANG GOC TU HINH CHIEU TRUC DO

D& vé hinh chiéu thing géc clia mot d6i twong tir hinh chi€u truc do ca nd, ta lam
nhu sau:

1. Xéc dinh vi tri chia cidc mat phang hinh chiéu (P,), (P,) va (Py)

2. V& hinh chiéu ding clia vat thé. '

3. V& hinh chiéu bang clia vat thé.

4. V& hinh chiéu canh cha vét thé.

Vi du: Biét hinh chiéu truc do chia mot vat thé (hinh 13-18), hdy vé céc hinh chiéu
thang géc clia né. '

Hinh 13- 18

Giai: (hinh 13-19)
Ta nén chon vi trf clia cdc mat phang hinh chi€u nhu sau:

— Mat phang hinh chiéu bing (P,) tring v&i mat ddy clia vat thé.
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- Mat phang hinh chiéu ding (P,) song song véi () 12 mat phia sau ctia vat thé.
— Mat phang hinh chiéu canh (P,) song song véi (B) 1a mat bén phai ctia vat thé.
Viéc v€ hinh chi€u thang géc ctia vat thé thuc hién theo trinh tu néu trén. Can chi y:

— Nén dua vao hinh chi€u diing va hinh chi€u bing ctia vat thé dé vé hinh chiéu canh
ctia nd, sau dé ding hinh chiéu truc do kiém tra.

— Trén hinh chi€u thing géc phéi thé hién ca phan khuét chia vat thé (bing nét dut).
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BAI TAP CHUONG 13

1. V& hinh chiéu truc do vudng gbc can clia hai mét tru tron xoay va giao tuyén clia chung
(hinh 13-20).

oh
~

Hinh 13- 20

2. V& hinh chiéu truc do vudng goc can clia mat nén tron xoay, mat try tron xoay va giao
/I

\ L -
NE

tuyén clia chung (hinh 13-21).

Hinh 13- 21
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3. V& hinh chiéu truc do vudng géc can clia mat nn tron xoay, m&t cau va giao tuyén clia
chung (hinh 13-22).

Hinh 13- 22

4. V& hinh chiéu tryc do vuéng géc déu clia lang tru luc giac déu da bi duc mét 16 hinh try
tron xoay (tif trén xudng dudi) va mét 16 hinh lang tru tam giac (tlr trude vé sau) (hinh 13-23).

Hinh 13- 23
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5. /& hinh chiéu truc do vudng gbc can clia mét hinh tru da bi duc mét 16 hinh 18ng tru t& giac
déu (tir trén xudng dudi) va mot 15 hinh 1ang tru tam giac (tir truéc vé sau) (hinh 3-24).
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Hinh 13- 24

6. V& hinh cét truc do clia mot vat thé& c6 hinh chiéu thing géc la hinh 13-25.

[ —

30

38

Hinh13=-25
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7. V& hinh chiéu dimg, hinh chiéu bang va hinh chiéu canh cla vat thé cé hinh chi€u truc do
vubng goc déu 13 hinh 13-26.

Hinh 13 - 26
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Phin bén
PHU LUC

I- BAI TAP LON

DPé hoc t6t mén Hinh hoc hoa hinh sinh vién can lam nhiéu bai tap. Do dic diém
riéng, mon hoc nay cé hai loai bai tap 1a bai tap nhé (hay bai tap thudng ngay) va bai tap
16n.

Bai tap nho di lién sau méi muc, mdi phdn va bao quét hét cdc ndi dung ciia mon hoc.
Loai bai tap nay don gian, cé thé vé bang tay hodc bing dung cu v& nhung chua doi hoi
phai thé hién hinh biéu dién theo cdc tiéu chuén ctia ban vé k§ thuat.

Bai tap 16n 12 bai todn tdng hop céc kién thiic can thiét dé€ giai quy€t tron ven mot noi
dung co ban clia mon hoc. Bai tap 16n dugc vé trén gidy v, bang dung cu vé va phai thoa
man cdc yéu cau cua ban vé k¥ thuat.

Bai tap 16n gitp cho sinh vién nim viing céc phan kién thic trong tam ciia mon hoc
va budc ddu lam quen v6i bdn vé ky thudt.

1. Cach trinh bay bai tap lon

Bai tap 16n dugc vé trén khd gidy A4 c6 kich thude 297 x 210mm.

Truée khi vé hinh, phai v& khung ban vé va khung tén. Hinh PL—1 12 mau khung tén,
hinh PL-2 va hinh PL-3 ghi din cach vé khung ban v& va vi tri dat khung tén trén ban ve.
Khung tén luén & géc phia dudi, bén phai cia ban ve.

Céc hinh biéu dién thé hién bing cac loai nét vé sau (hinh PL—4):

— Nét lién dam dé vé dudng bao quanh phan thay ca vat thé.

— Nét lién mdnh dé vé céc dudng déng, dudng phu trg, duong kich thudc,...

— Nét dirt &é vé phan khuat cha vat thé.

— Nét gqcvh chdm mdnh dé v& truc d6i xting clia mdi hinh chi€u (néu cd).

Nén str dung biit chi 2B than gbé hoac bt chi kim dé v&.
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Hinh PL 1
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Hinh PL 2

Hinh PL 3

1. Nét lién dam

2. Nét lién manh

3. Nét dit

4. Nét gach cham manh

Hinh PL 4
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2. Noi dung bai tap lén

Bai tap I6n s6 1. Bai todn vé lugng va phép bién doi

1. Noi dung: Cho diém A va mét phéng (Q) xédc dinh bang hai vét V(‘; va V(;’ hoac ba
diém khong thang hang B, C, D. Hay:

_ Xéc dinh khoang cdch tir diém A t6i mat phéng (Q).

— Dung céc mat phang song song va cdch mat phang (Q) mot doan bang £ cho trudc
(sinh vién tu chon doan thang £ sao cho ké'f qua rd rang).

Chi thich: C6 thé giai bai todn bing céc phép bién d6i hinh chi€u.

2. Dé bai: Bang PL-1.

Bai tdp lon 6 2. Giao tuyén clia mdt phdng véi mdt cong

1. Noi dung: Tim giao tuyén cuia mat phing v6i mat cong, xét thay, khuat va vé hinh
gdc clia giao tuyén.

2. Pé bai: Bang PL-2.

Bai tdp lén s6 3. Giao tuyén ctia hai da dién

1. Noi dung: Tim giao tuyén clia hai da dién va xét thay, khuat.
2. Dé bai: Bang PL-3.

Bai tdp lom s6 4. Giao tuyén ciia da di¢n va mdt cong

1. Noi dung: Tim giao tuyén clia mot da dién v6i mot mat cong va xét thay, khuat
clia ching. '

2. Dé bai: Bang PL4.
Bai tdp l6m 56 5. Giao tuyén cila hai mdt cong
1. Noi dung: Tim giao tuyén cua hai mat cong va xét thdy, khuat clia ching.

2. Dé bai: Bang PL-5.
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Bang phu luc 2
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Il- DE THI KET THUC MON HQC
1. Noi dung. Nén chon noi dung clia ba hodc bén bai tap 16n 1am noi dung dé thi.
2. Cach trinh bay dé thi nhu trén hinh PL.5

Hoc sinh st dung biit chi 2B va c4c dung cu vé dé thé hién 10i giai ngay trén dé thi.
3. Thoi gian lam bai

— 90 phiit néu dé thi cé ba bai tap (bai 2, bai 3 va bai 4).

— 120 phiit néu dé thi c6 bon bai tap.



BAI THI MON HOC: HINH HOC HOA HINH
Thdi gian thi: 120 phat
(Sinh vién giai truc ti€p trén dé thi bang but chi 2B va dung cu vé)

1. Tim giao tuyén clia mét phang chiéu ding (Q) véi hinh chép, tim dd 16n that cia giao tuyén
va xét thay, khuat (hinh 1).

2. Tim giao tuyén cla 2 da dién va xét thdy, khuat (hinh 2).
3. Tim giao tuyén clia da dién va mat cong va xét thay, khuat (hinh 3).

4. Tim giao tuyén cha hinh tru vai hinh ban ciu va xét thay, khuat (hinh 4).

5

Hinh 2

Hinh 3 Hinh 4
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TAI LIEU THAM KHAO

Nguyén Pinh Dién — D6 Manh Mon

Hinh hoc hoa hinh tdp 1 —~ Nha xuét ban Gido duc — 2003

Hoang Van Than — Doan Nhu Kim — Duong Tién Tho

Hinh hoc hoa hinh — Nha xuat ban Khoa hoc va K§ thuat — 2005

Nguyén Quang Ci_I — Nguyén Manh Diing — Vii Hoang Thai

Bai tdp Hinh hoc hoa hinh — Nha xuét ban Gido duc - 2007

Nguyén Manh Diing — Nguyén Quang Cy |

Tuyén chon va hudng dan gidi bai tdp hinh hoc hoa hinh —Nha xuat ban Gido duc —2008
V.0. Go6cbon — M.A. Xémenxdp — Oghiepxki

Gido trinh Hinh hoc hoa hinh — Nha xuat ban Dai hoc va THCN hop tac v6i Nha xuat
ban "Hoa Binh" (Lién X6 cii) — 1989

Ngudi dich Nguyén Dinh Dién — Hoang Vin Than

A.V. Bubennhikép —M.A. Gromop

Hinh hoc hoa hinh — Nha xudt ban dai hoc Mockba — 1980

E.A. Glazunop — N.F Cheverukhin

Phép chiéu truc do — Nha xuat ban Dai hoc va THCN hop tic véi Nha xuit ban
"Hoa Binh" (Lién X6 cii) — 1979

A K. Rudaiép v

Bai tdp Hinh hoc hoa hinh chon loc —Nha xudt ban Toan Ly, Mockba — 1977
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